
���������	��
���
�������������������������������� � ��!#" $	%&�'��"(�����
%)+* ����
(�-,.%&"(���/�0" $�%21���3�
("(����"(��4657��!#8	���/�

9;:=<?>@<BAC:=DFEB>HGC:=I�JKEMLNDFO-IP<QLRGMLSEUTSLN<QJFIVEBLSGW>K:/LSTNIYX
EQZ[Z[\�]_^a`cb=]_dfe[gFbhd+iBO�jlk	m�^adfnpo[]�e `qbh]_dfe

�_,=r[s7tfuv�xw�y�r[��5fz
{}|�~��h�&�@|�~������[�2�_�h|���~��x���	~
�q�	���'��������~��#���������.|��Y|�~��[�h��~����

�[�=��~����h�Y�������=���/ 

r�s�,.� ��r 57�
�����[!6�'�0����!6�'��"(%��7��
¡�0����4�
(�����	���¢3��&���6£/�����#������
¤��
�"(�6�������h�="(��42�0��%���!x3�"(�����0���7¥���"(%�����%��

8����=%����0��" £/��
 �v�����v¥���"(%0�?�0��¦=�h"(�0��y�§ r¨�0�©3���"(�?�-%��&�_����"(�?%����h$�4������'��"(���Q"(�v���0�����2
¤���2�0���
����ª��=!#���0�6��%��&w7tf
(��%����0���-!#"(%��0��4��0��8�������
c�0�h�2����ª��=!#��«¬y�§ r­%���!#8�
(��®��0���&¥S�0�h�2����ª��=!#�2���
�[3h
(��3K¥�" �0�xy�§ rQ
(�.��8�"(��4����=�f��
�" �&wq������%����h$	4����0�'�0"(���@��
�������y�§�rB¥�" ����"(�2������3�
(��3K%����h�����
3������������0!#"(�����6
¤����!¯��������
(��%��0������!#"(%��0��4��0��8����&w±° ��¥7��£/���&²�!6�'������!6�'�0"(%��¢%&����"(�6�0��!#� %&���0���
���������0!#"(���Y�����K%����h$�4������'��"(���³��
������Ky�§ rN¥�" �0��"(���0���´����ª��=!#�K3�
(��3-��� ¥¢��
(
c��� �����2����ª��h!#�
��%���"(���¡w
�µ�F�0��"(�K8	��8�����²c�0��£/������
7���������0��!#�2���0���}�0�©���	��
 �=ª�������%&��!K3�"(�	�����#��®=8����0"(!#���.���K���0�6�0��!@«

!6����"(ª&���¡w´�µ�}8	���_�0"(%���
¶���Y· �&�[�0��%���!x3�"(�	������²q���©����ª��h!#�2¥ �h"(%��F�h�=���Y�����2��%��´8����=%����0��" £/�&
 �-"(�
���	��
 �=ª����¡w­¸ �=
¤���_�0�����'�0��
 �/²�
¤���#����ª��=!#�&�@¥���"(%0�M���F��������%��68��0�.%��&���0" £/��
 �/²�"(�h$	��" ����
 �Q!6���.�
8����0��"(3�"(
(" ��"(�&����®h"(�_��wY,=��£/������
±��®=8����0"(!#���.���������K8h�0��8����0���³�0�6���&�h��%��K����"(�[�.��!x3��������h�©���6��!@«
8������0"(ª��[3������6����� ���0��
���
(�����0�������#
("(!#" �0�'��"(�����f��
�������4�
(�����	��
 �h��"(��wcr 
 �0�����h4��6����� 
(�=%&��
���%���"(���
%&���������x3���!6�'������!6�'��"(%���
(
 �}���������0!#"(�����;¥�" �������h�@!#�����@3�"(��
(��4�"(%&��
����0����!#8h��"(������²c" �K"(�28a���_«
��"(3�
(�@�0�³�h�������0!#"(���@�����#����8a��
(��4��;��
��0�������=�	��8h��"(%6%���!#8�
(��®}����������4��Q������" ��"(���	��
¢3�"(��
(��4�"(%&��

��®=8a����"(!#�&�/����w

¹K�&��ºf���_»���¼��0����4�
(����²��0��%���!x3�"(�	�'��"(���¡²h½�«µ8�
¶�'����²�®=���

¾ ¿aÀcÁaÂ¤ÃvÄ.¿�Â�Ä/Å±Â�Å±Æ�Ç±¿�Æ�È�Ã=Ã.ÀÉÆ&Å±Ä=Ä/ÃhÆ�Æ&Ê¬ÅcÂ¤Â�ËSÅ±Æ�Ã=ÌNÍ�ÎÏÆ&Í�Å±ÌqËpÄ/Ã.Ð�Í'¿aÑ�ÀpÃ.ÀcÒ=Ë�Ó;ÃhÆ-Ä.¿�Â¤Â¤Ã=Ì­Ð'Ã/Ô
Ä/Î�Ó}ÈcÑ¤À±¿aÆ�Ã=ÆCÕ�Ö/×�Ø¯Ù�ÀÚÆ�Ã=Ä/Í�Ñ¤ÎaÀ±ÆCÖM¿aÀ±ÌÚÛcÜYÍ�Ç±ÃCÀ±Ã=Ä/ÃhÆ�Æ'¿�Ð'ËÝÈcÑ�Î�Â�Î�ÁaË+¿�À�Ì¯Ó?¿	Í'ÇcÃ.Ó?¿	Í'Ñ¤Ä=Æv¿�Ð'Ã
Æ&Å±Ó;Ó?¿aÐ�Ñ¤Ò.ÃhÌ¢Ø+Ù�ÀVÆ�Ã=Ä/Í�Ñ¤ÎaÀ±Æ;ÞcÜ2ß±Ü2¿aÀ±ÌVàcÜ2Ä/Å±Ð�Ð'Ã.À¡Í}Í'Ã=Ä�ÇcÀ±Ñ¤á¡ÅcÃhÆ}Í'ÎÝ¿aÀ±¿�Â¤Ë�Ò.ÃMÐ�ÃhÄ/ÎaÓFÈcÑ¤À±¿aÆ�Ã
¿aÄ/Í�Ñ¤ÎaÀS¿�Ð'Ã³âcÐ'Ã=Æ�Ã.À¡Í�ÃhÌ¢Ø2Ù�ÀSÆ�Ã=Ä�Í'Ñ�Î�ÀSãcÜcÍ'ÇcÃ=Æ�Ã-Í�ÃhÄ�ÇcÀcÑ�á¡ÅcÃ=Æ6¿aÐ�Ã©¿aâcâcÂ¤Ñ�ÃhÌMÍ�ÎvÍ�Ç±Ã©Ã.ÀcÒ=Ë�Ó;Ã}ä�Ã.Ð
Ð�ÃhÄ/Î�Ó}ÈcÑ¤À±¿aÆ�ÃaØ´å�ÃhÄ�Í'Ñ�Î�À­æ}Ã=Ó;â±Ç±¿aÆ�Ñ�Ò=Ã=Æ#Æ�ÎaÓvÃ©Æ�ÇcÎaÐ�Í&Ê_¿aÂ�Â�ÆxÑ�ÀCÍ�Ç±Ã©Ó?¿	Í�Ç±Ã.Ó?¿	Í'Ñ¤Ä=¿�Â�¿�À�¿�Â¤Ë�Æ�Ñ�ÆKÎaÊ
Í�ÇcÃ�Â�ÎqÄ=¿�Â±¿�Ä�Í�Ñ¤ÎaÀ?ÎaÊ�¿�À?Ã.À±Ò.Ë�ÓvÃ6ç#ÇcÑ�Ä�ÇQÌqÎ�Ã=Æ´À±Î�ÍK¿�Ä�Í2âcÐ'ÎqÄ/ÃhÆ�Æ�Ñ�è�Ã.Â¤Ë}¿�À�Ì?Æ&ÅcÁ�ÁaÃhÆ�Í�Æ�Ê¬ÎqÄ/Å±Æ�Ñ�À±Á
ÎaÀNÍ�ÇcÃ;Ã.À¡Í�Ñ¤Ð'ÃFÆ�Ë¡À�¿�âqÍ'Ñ¤Ä;Ä/Î�Ó;â±Â�Ã.éÏÑ¤À±Æ&Í�Ãh¿aÌ¢Ø©å�ÃhÄ�Í�Ñ¤ÎaÀÝêB¿aÀ±¿�Â¤Ë�Ò.Ã=Æ�Ê¬ÎaÅ±Ð�ÌqÑ�ë7Ã.Ð'Ã.À¡Í-Æ�Ë�À±¿�âcÍ�Ñ�Ä
Ä/Î�Ó;â±Â�Ã.é-ÓvÎqÌqÃ=Â¤Æ�Ê¬ÎaÐ[ä�Ã.Ð[¿�À±Ì©âcÐ�Î�â�Î¡Æ&ÃhÆ¢Ã/éqâfÃ.Ð'Ñ�ÓvÃ=À�Í[ç#ÇcÑ�Ä�Ç©Ó?¿�Ë�ÌqÃ.Í�Ã=Ð�ÓvÑ¤ÀcÃ´Í'ÇcÃ´Í'ÎaâfÎaÂ¤ÎaÁaË
Î�Ê[Í�ÇcÃ©Æ�Ë�À±¿�âcÍ�Ñ�Ä�Ä.ÎaÓvâcÂ¤Ã/é¢Ø



ì�í³îUïBð�ñ�ò�ópô[õ�ö ÷±ø=ðÏù-ú	õ_ó¯ð¡ú
û#ü=ý.þaÿ��������	��ü
���
�'ü#ü�������ÿvü
��������ý��?ý��������Kþ���ü���ÿ;ü
�����Yþ	 "!$#&%'�
��()�*�+�'ü���ý����
���aü,�-�cü

ü���(����
��(?ý��
�.���/���2ý����	���aü0���cü1�'þ	2fþ	3¤þ	�+�}þ
 �ý�3�þ��&ü4(;ý�����ý���3*�	��!5#5%�6�7�þaÿvü1�'ü=ý.þaÿ��������	��ü
�
8
ý��	3�3¤ü
(9�-�:�'ü�;<�=2fü=ý��:>�ý?�'ü=ý.þaÿ��������	��ü
�
8�������(@�'þ.���KþA�-2�ühý���>�ýB�&ü4C��cü��±ý.ü
�0������ý��D�
�'ü?�*(qü
���-��ý��
3
þ	���±ü
�
��3*�E�F(qü����-��ý��	3G69HI 0�-�±üA���KþJ��ü
C��cü
�±ý/ü4���
2�2�ü4�
�©þ+�K�-�cüL����ÿvüM�=�-���
��(K�*�K�-�±üL�-�aÿvü
(��*��ühýN�-�¤þ	�9OP ¬þ+�´ü�Q��aÿ)2�3�ü+8SR�T,U�U1V?%�WXW'T,U�U1V?%0R�YN8
���cü��)���cü1�&ü4C��cü��±ý.ü
���	��üxþ	����ü
����ü
()�	�
(��*��ühýN�&�'ü�2fü
�
���
6�HI Z���cü����xþM��ü
C��cü���ý/ü
�5�
2�2fü
�	�6þ	�­ý.þaÿ.2�3¤ü.ÿvü������
���@�=�-���
��(��1���­þ+2�2fþ+�-�:�'ü
(��*��ühýN�-�¤þ	����OP ¬þ+� ü�Q���ÿ.2�3¤ü	8
R�T,U�U1V?%�W\[ %1V?U�U&T YN8S�-�±ü��B���cü]��ü
C��cü
�±ý/ü4�^�
�'ü´þ+�-�¤ü�����ü4(
�	�����/_aü
�=�'ü
(.�'ü�2fü
�
���
6ZH<�M�-�cü&>��	���'ü
����ü
3�þ`�B8+�-�±ü5�
���'þ`�1��(qü��cþ	��ü&�-�cü�þ	����ü
�+���`����þ+�?þ
 "�-�cü4�&ü
�&ü4C��cü��±ý.ü
�
6Sû#ü=ý.þaÿa�������
�-�¤þ	�b�
3*3¤þ`�1�B_/��������ü
�?�'þJ�����'ü��	���`�'üA�����'þE�
��(Éü�Qcý��F�&ü?þ+���Fþ	 0�±þ+�=�
�aü
�cþaÿvü
�,�
��(Qý��	�L�fü5�*�/_aþ	3*_aü4(.���L�-�cü$�'ü��	��3*�
�-�¤þ	�?þ
 ^�-���
���'ý�����2��-�¤þ	�A�/�)�-�������*������ü��cü4�2þ+�
þ	�©þ	cX�/�d���/_aü
�=�������9��ü���ÿvü������³þ	 1!5#5%�6e#6þ
�'üA�-���`��(qü
3�ü��-�¤þ	�����
��(f g���-�¤þ	���}þ�ý=ý����a���:���
(��*��ühýN�?��ü
2�ü4�`���
8"��ü4�=��3:�������@���d�Bý����	���aüa���E�-�cü)�/�cÿa�fü���þ
 Ký.þaÿ.2fþ	�cü
�+����8h�	��(D�*��_�ü����=�¤þ	���
þqý.ý��������:���i�*�/_aü
�=�'ü
(@��ü
2�ü4�`���0�����-�9�cþQý����
����ü5�*�i�-�cüB�/�cÿ���ü
�#þ
 Yý/þaÿ.2fþ	�cü
�����
6

j�kmlSn�oNn�pZkmqsr�t<u^qsr�v
r=w�usx^qsr�t�yNz,{Skm|Sw�uskmyN|�}�~Sr��mr<uGkmyN|��`�*�4xskmyN|�n

j�kmlSnS�4n��P|���r�qGuGr�~Bqsr�v
r=w�usx^qsr�t�yNz,{Skm|Sw�uskmyN|�}�km|���r�qsxskmyN|+n

7/�*�±ý/ü0���cü�������ü4�
�a�	��(a�'ü���þ+���A!$#&%��=�-���
��(���8
�'ü=ý.þaÿ��������	��ü
�Z2��'þ/(��±ý/ü0�/�cþ
�����
��()3*�����/�
���cü��9�aý��-�*���;þ	�Mý�3�þ��&ü4(Bý�����ý���3F�
�0!$#&%�6�U0�Kþ;ÿA�
�*�M��ühý������FC��cü
�
8��aü
3fü
3�ühýN����þ+2��cþ	�'ü
�-�F�]�	��(
ü�3¤ü=ý��-�'þ	�}ÿ.��ý��'þ+�'ý/þ+2��+8	ý��
����ü0����ü
(���þ$�*(cü����-�� g�B�-�±ü
��ü,�/�cþ	���e�
��(�3*�������
6eV�ü
3�ü�3¤ü=ýN����þ+2��cþ+��ü�;
�=�F�&(cþ¡ü4���cþ	�&�	�*_aü��+�#ÿa�±ý��D�*�� ¬þ+��ÿA�`����þ+�D�	�#ü
3�ühýN�-�'þ	�Ïÿ.��ý��'þ+�'ý/þ	2/�M�����&�F�6ÿa��ý��J�=�¤ÿ.2�3�ü
�
6
H<�K�aü�3�ü
3�ühýN�-�'þ	2��cþ	�'ü
�-�*�
8h�
�K�
���
�'þ+��ü��aü
3��*�?����ü
(E��þD��ü�2��	���
��ü.�&þ�ÿvü��/�cþ	���B�
��(E3*�����/�?�/�
ý��'þ+���=�*���A�/�cÿ���ü
�5�
��(D�&þ�ÿ;ü��-�¤ÿvü
�6ü
_aü
�D���i�/�cþ
�&����2füL� �S�<� �
�s61%&�+�	��þ��&ü?�F�&�M�-���+�	�12fþ	3*�+;
ÿvü���������ý��f ¬þ	�'ÿ.�B�CÿA�`���-��QJ������þ+���	�d������ý��E���cüA�cü
�+�`����_�ü�3*�­ý����
���aü4(E!$#&% ý
�
�f�-���S_aü
3
���cü��9��2�þ��=���-�*_aü�ü�3¤ü=ý��-�'þ/(cü&�F�02����1�`�,�-�cü$�fþ
�=�'þaÿ þ	 ��-�±ü$��ü�3s6��cþ	��!$#&% ÿvþ	3¤ü=ý���3�ü4�,���:���



�-���B���
�.�&�/�������
�0�
�^���+�=�$���	���������	�
�" 	���*��¡�����¢.�*�0£����-�����.�����
£M�/¢.�����$�S +�����
�+�1�	�
�	�.�����-�F¡
¡��+���g�	���A�`�-�*�	�A�	�^�
�+¡��A�.�	�*�
¡������?�	���:�0�.���+���
�-�
�¤�-�����	���	�A�����5�+���=�-����¡N�����+�A¥����F£A�*�.�����=�4£
�/¢f�����L�+���s¦f§?���	�=���
£©¨$ª&«¬�-���S 	�
�*�?�­�+�������a�-���	�©����®/���	�=�-�4£\¨$ª&«¯���4¡��	���=�@�J®/���
�)�*�
�.�	���.¡��	�.���+¡N�?�-���	�d�	�K����®/���
�B°����
�d�-�*�
£d���K�i�.�	�*�
¡������A°����-�d�-���.���
�.�.�/���a�±���B�	�
���	�-�����	�����
¦&²/���.�*�*�	�-�*¢	���g�	�5���`°³¡����+���-�����A�/�������
�&®/���	���
���+���^ +���*��¡�����¢@�F�&£����-�
�-�.�*���
£D�/¢
�-���B¡��-���-�-�������/���a�±���,�
�������$®����
�
¦e´<�i�=�+�)�?¡��*��¡����A�=���
��¡��
��®/���
���]�	���-���$���
�.�5¡��-���-�-�*���
�/���a�±���,¡��
�A�	�*�-�B���5�=�
���
���`���
£)�/¢a�	�
�����*�
¡��-���	�����	���
�-�*�
¦¶µ��	�¤��·��	�.�����+�
���	������®/���
���¤���S +�
���
���E�-�����
���`�-�4£M�g���	�¯��°��F���&®/���	����¸ ¹`º<¸ »
ºI¦0¼0�/�����-���a¥� 	��¡��-���-�-���������	������®/���	���&¡
�
�D�
�F�-�
���5£��*�=�-�*���+���*�-���4£)�g�-�+�½������¥� +�1¡����+���=�*���$��°��*�=��®/���	���� /�F�B�	�
�����*�
¡��-���	�����+�-�4�=�F�
¦^¾1�`°,�� +���4�
���)�	���5���	�,�±�����i�
���*�1���)�-�����
���`�-�&�	�����
�*�"�
�������$�-��·A¡��-���-�-�*����®/���
���,�	�0�
�*���	���-���?�-�� 	�
�
¡����+���=�*���)®/���
����������¡
¦

¿ �*�
¡��-���	���.�F¡����+��¡��	�/¢5�*�e�
���
�-�����Z�)���-����£a���=�4£B���&�F£������-���g¢�®/���	�=�-�4£a¨$ª&«a¦
¼0���]¨$ª&«
�*��¡����`�-�4£E°����-�K�����M�����
�����*�bÀ��
¡
«Á���b�+��£����?�-�9�����F¡�®	���d�����L�=�-���
��£f�-�D�±���-�-�
�a�F£������-���g¢
¡����+���=�*������¦^¼0���*�eÀ��4¡�«\¡��+�
�-�
£�¨5ª5«\�F�e�=���-�4�	£B�+���¶�+���&�-�*�*£��+�
�
��£a���*�
¡��-���	���.�F¡����	�	���
�����
Â ¿]Ã ��Ä¶�
�������
®	�
��¦^´I�������0¡����+���=�*���+�^¡��
�a���0£����������.�����4£h�S�-������������®/���	�Z¡
�
���±�]�F£��
�+���:¥��
£h¦
¾1�`°,�� +���4�
�����F�¶�.���-����£��F�¶�-�*�.�0¡��	���-���.�*�����S���
Å����*�-�4�^�4Å+�������.�
�+���
��£���·��±���-�-�F�=�]�-�5°����F¡��
�=�+�.���*�	�����A�S¢L���
�&���S +�B�
�+�=¢i�	¡�¡��
�������
��£D¡
�
�D�±���.�*�-���4�	£��*����¦�Æ]�
�=���
�*�D®����
���&�=�����
�+£
�	���M�±���-�-�
�@�
��£\���/���.�-�����*� ¿�Ã �L�
���i�4�	�-���
�.�-�b�F£��������:�g¢+¦'«1��£Ç�:���
� ¿�Ã ¡
�
�����	�M���
�*£������-��¥��
£��^���?�F�?�*�	���+�-�4£h¦�¨5���)�-�i�-���.£��:ÈM¡����:�����4�B°��:��� ¿]Ã �h���*�	�*�	�+�*�=���?£��i���
���	��°0�S¢��
�g���*��¢@�*£��
���-���g¢L�����B®/���
�-�-�
£i�
��£@�*�*��®	�4£L������£���¡����
���-�
��¢/�*���.�����=�-�4�	£i�	�i�*���g�	���A�`�-�*�	�9�-��¡��
�	��¡��-���-�-�*���9�����a�±�����+�����	�����4£f�-�����	���+�d�-���M����¡��K�
�+�=�*�����	��£f�­�	�=�-�����-�
¡������*Å����A�	���	���
���*�
¡��-���	�����+�-�4�=�F�
¦Zµ��	�-�-�����
�-�
��¢A�-�	�.�5�A�
�-���
�.�
�-�F¡��	�"�	���
�*¢��=�F�]�
�������
�-�5��·����
�-�*�.�������,�	����¢
�-�4Å��������?®/���`°����4£��	�$�
�Z�-����¡����+���=�*���a�/�������
�
¦

¿ �*�
¡��-���	�E�.�F¡����	�+���	�����1�	�]���
¡��	�a�������+�=�4�&�±�	����£J���D¨5ª5«Á�=���`°É�
�d����Ê
¢��.�dË=���*�	��Ì
°��:���@ÍSÎ<¹?�*���+���¤�	��¨5ª5«Ï�=�-�F¡�®��*���B�+���]�	�±�����F�¤���*�	��¦�Ð,�*�	�*�	�	�F�=���e°,�	���F£.���*®	�1�-��®/���`°Ñ°����`�
�*�0���
���±�����*���)°��:�����*�L�����*�0�
��Ê�¢/�.�?���*�	���/�����1�-����¡��$�-���F�0¡��	�����
�0�±�?£����-�
�-�.�*���$�g�-�+�Ò�-���
���F¡N�-���-�4���±�-���a�A�`�������A�`���*¡
�&�	�����	���	�*�
�&���S 	���±���
�J���-�
£D�*���=�-�4�	£9���L�.��£����¶�-���)����Ê�¢/�.�
�	¡��-�*�	�K¸ Ó`ºs¦

ÔhÕBÖ×Ô�Ø�Ù
Ú�Û`Ü­ÝZÞKß]à�ÝZÞ±á­âJã?Û`Ü­ä\â+Û
µ��+�&�.�.�	���B���J£��
���-�D�*���-����£���¡N�����+�i�-�@Í`ÎI�=�-�����������
���+���4�1�-����¡����	���-�
�&å.���©¸ æ`ºI¦0µ��	�5�

�.�	���$�*�D£������-�9�������-��£���¡��-�*�	�i�-�.���`�����+���
��ÍSÎ<�=�-�����������	���	�*�
���-���A¸mç4ºI¦

SW               SE

NW              NE

SW               SE

NW              NE

SW               SE

NW              NE

SW               SE

NW              NE

0-tangle                      infinity tangle                    tangle                     30/7-tangle
(0)                                   (0,0)                    a non-rational                (2, 3, 4)

è�émêSë`ì4ëZí
îNï�ðZñsò�óSêNômð�õ-ë



öø÷Sù<ú�û�ü-ý*þ�ÿfû��
þ�ÿ����@ýFú����	�
ý*ü�

���eû��������
ü����ÁýFú����`ù���ý����
þ�ú=ý��	þ �!�#"	�!���$�
þ �©ûAýFú��
�	�
ý*ü%��&��	ü�'
ú(��ü����)��ü���*+�,�-")�.�	�/�.�Ký*þ0��132#�����
þ�4,*5���6"�����"0'.�
þ�" �Mû����87�ÿ���û%�!&$�+ú?û����
�`ù���ý����
þ�ú-ý��+þ	�!�)"	�!���9�
þ	�.û����(:<;5ö ú=û-ü��
þ ��ú=��ý�û���ý�þLû�������þ�4.*5���<"�����">'.�
þ6")�5û����87�ÿ���û?��&
�	ú��	ü�'
ú?�.�-")�.�����.�@ý�þiû��	�(�
ù@" �!���A1�ö'û��	þ�ÿ����?ý*ú0ü��`û�ý��+þ	�!�"ý�&¶ý�ûB',�
þ>" �(&C�+ü����D�6&gü����E�
ý:û�����ü
û�����4.��ü��Lû��
þ�ÿ8�����	ü5û����.ý*þ/F�þ�ý�ûG*Dû��
þ�ÿ8����"5*H�!��û���ü�þ	�
û-ý*þ�ÿ>")��ûG�I�,�
þEü��
û��`û-ý*þ�ÿLû�����;BJK�	þ	�
L JK��þ �/� �+ý�þ�û�ú(�!&,û����.û��
þ�ÿ8�����
þ �Eü��
û��`û-ý*þ�ÿiû��	� L5M �	þ	� L JK��þ	��� �+ý�þ�û�ú(��&]û����.û��	þ�ÿ�����1
N "�ú���ü�O��Bû��	�`û?û��	�aû��
þ�ÿ8���P
G÷/�Q�	�9RS�&ý*ú<��"�û��
ý*þ��.�H&gü��8� û�����4,�
ü��Lû��
þ�ÿ����-"5*Dü��	û��
û-ý*þ�ÿ>;<J
�
þ	� L J ÷�T�U.V8W8XY��&C�������Z�I�.�["S*@ü��	û��
û-ý*þ�ÿ L5M �	þ	� L J\��T�U.V�WSXY�	�	þ	�Mû�����þDü��
û��`û�ý�þ�ÿ�;<J
�
þ	� L J\R6T�U.V8W X 
]F�ÿ�7�ü��^RS�_1$�?*P'_�+þSO8��þ�û-ý��	þ`��û����aû��	þ�ÿ����%'_�+ü-ü��
ú�� �+þ	��ý*þ�ÿ.û��H
Aa.b!c,d�d�d�c�a_e��
�!���I�Y*�ú`��þ	��úf��ý�û��g���	ü�ý�4.�	þ�û����8'�ü���ú-ú-ý�þ�ÿ+ú.1Q2#�S7�ú�û�����û��
þ�ÿ8���I��ý�û���ûG�I�$���+ü-ý�4,�+þ�û��!�S'�ü��+ú�ú=ý*þ�ÿ�ú
&C�������Z�I�.�h"5*Dû���ü��,��O��
ü=û�ý�'.�!�i'�ü��+ú�ú-ý�þ�ÿ�ú&ý*þ+F�ÿ�7�ü���R@ýFú$û�����
s÷/�`�	�`W8�1û��	þ�ÿ����Aú=ý*þ	'_�)ý�û(�
þ	��ú
��ý:û��j4,��ü������	ü�ý�4,�	þ�û��!�k'�ü��+ú�ú=ý*þ�ÿ�ú,1

SW               SE                      SE

                     NE

SW               SE

NW              NE

                    SE

                    NE

(0)                                    (2)                           (2, 3, 0)                      (2, 3, 4)
0-tangle                          2-tangle                    2/7-tangle                 30/7-tangle

l�monYpYqYp rfsutGv`mowYnIxAyYz#{}|D~ �D~ q,�9x@t�wYn��oz
2#���Mû��
þ�ÿ8���4ú%�
ü��['.�!�����D�Kü��
û-ý��	þ	���=")�.',��7�ú��Aû����@ü��
û-ý��	þ	���¤þ57��-")��ü�'_�+ü-ü��
ú��)�	þ	��ý*þ�ÿ9û��

ý:û�ú�'_�+þ+û�ý�þ57��D�0&gü���'�û-ý��	þ�',�
þ�" �j7�ú��.�\û��Ký}�/��þ�û�ý�&C*bû����iû��	þ�ÿ�����1����	ü��,�/����������
s÷/�?�	�=R5�
'_�+ü-ü��
ú�� �+þ	��ú.û��bû��	������ û��	þ�ÿ����Jú-ý�þ	',�HR6� b

�������� ���� 1�2#�I�bû��	þ�ÿ����
ú[�
ü��Jú��	ý��Ñû��0" �
�.�S7�ý�OZ�!����þ�û�ý�&$�	þ��P',�	þ0" �P�/�_&C�+ü����D��
CO/ý}�H�
þ����-"�ý���þ�û)ý*ú��
û����5*��$û��Eû����>�
û��	��ü-�8�,�.��ý�þ�ÿ
û����-" �87�þ	���	ü�*6��&^û����%�`ùu"	�!���9F��/�.�Q1=2#�?�.ü��`û�ý��+þ	�!�±û��	þ�ÿ����
ú��	ü��(�D�87�ý�OZ�!����þ�û1ý�&��	þ	�P�	þ���*Mý�&
û����.ü��`û�ý��+þ	�!�Zþ57��-")��ü�ú('_�	ü�ü��
ú�� �+þ	��ý*þ�ÿMû��Lû�����ý*ü%'_�+þ+û�ý�þ57��D��&gü���'�û-ý��	þ+�	ü��aû����Aú��!����1g���	ü
�_���!�������5û����5û��	þ�ÿ����g
gù<÷��+ùuR	�)U��/�S�¤ýFú¤û����Bú������<�	ú�û��	�&û��
þ�ÿ8����
G÷/� ��� RS��ú=ý*þ	',�<")�
û��Mû��	þ�ÿ����
ú
'_�+ü-ü��
ú�� �+þ	�Eû�� ���� 1LöÒü��`û�ý��+þ	�!�Zû��
þ�ÿ8���AýFú%',�������.�fý*þ+û���ÿ+ü�����ý�&0ý:û�ú�ü��`û�ý��+þ	�!�eþ57��-")��üaý*ú%�	þ
ý�þ�û���ÿ��
ü$�
þ	�Lû��57�úB'_�	þ�ú=ýFú�û�ú�ú��8���.��*[�!&3�	�	ü�ý�4.�	þ�û����9'�ü���ú-ú-ý*þ�ÿ+ú.1

(-1, -1, -4, 1, 3)                                 (2, 3, 4)

A

A + C

C

l�monYpY�Dp)�QyYz ����I� x@t�wYn��oz l�monYpZ�Dp	�f�D�YmowYnIx@t�wYn��ozG 
23�	þ�ÿ����
ú<',�	þH" �����	�/�.�H�+ú5ú����Z��þJý*þ�F�ÿ87�ü��g¡�1?ö��/þ��	û��+üB�*ý�þ	�H',�
þ+�!�Fú��6")�g&C�	ü����D�

&gü��8�¢��û��	þ�ÿ����£�+ü3�&ú�7��K�!&�û��
þ�ÿ8���4úQ"5*$û�����ý*þ�ÿ1ý�û�ú¶þ57�����ü��`û��	ü3',����ú�7�ü��=�+ú^ú����Z��þBý*þ%F�ÿ87�ü��#¤
�	ü�ý�û�úi�/�
þ����.ý*þ	�`û��	ü£',����ú�7�ü��#�	úeú��	�Z��þ�ý*þ�F�ÿ�7�ü��#V�1��?�	û���û�����þ57����
ü��
û��	üi',����ú�7�ü��#�
þ	�aû����
�/��þ	���.ý�þ �`û��+ü='_���+ú�7�ü����!&Q�?ü��`û-ý��	þ �!�/û��	þ�ÿ����1ÿ+ý�O8�$�(�	�
ü-û-ý}'_7��}�
üeûG*5�)�$�!&k�/þ��	û=�	ü£�*ý*þ���'.�!�����D�



¥%¦�§@¨�©}¥Zª�«C¬�­#®Y§u¯�­�°�±/²8³�´5µ�¬!ª_¶Y©�°�µ�´�·_¸�¹B©�©9º�»B¹¼´Sµ	¬!ª�½?¾!µ	±6©�°�µ�´/½iª�¿	¾ZªI¿	¾YÀ�³$¯)³,³.µ6°}±/³,µSª�°�Á	³D±
½�¬�Â
¾!­j¾!­�³H¦!§u¨�©}¾Zª�½[¬8­>¾�Ã,¬�Ä�¨)¬8½�°�ª�³h¬!Â%¦�§@¨	©�¾!ª�½.¸ÆÅ#¿�°}½P°�½P¾�Ã_ª�Ç	¾�©�©�ÈÉµ�¬!ªj¾�½P½�Ç�­�¨�­�°�½�°�µ�²
¾�½-°�ª�Ä�¾YÈ�¾ZªgÁ	­�½Gªg½�³,³.ÄÊ½�°�µ	Ã_³>Ä�¬S½Gª�½�Ä�¾!©�©?Ã,­�¬S½�½�°�µ�²�´5µ�¬!ª�½-¾!µ ±�©�°�µ�´/½g¾�­�³�¦�§@¨	©�¾!ª�½.¸�Ë�µ
Â
¾�Ã_ª(¾�©�©f´5µ�¬!ª�½B¬�Â=©�³D½�½Bª�¿ ¾!µH³.°�²8¿8ª(Ã_­�¬8½�½�°�µ�²S½B¾!­�³%¦�§@¨�©}¾Zª�½B¬8­<Ã,¬�Ä�¨ ¬S½�°�ª�³D½B¬�Â=¦!§u¨�©}¾Zª�½,¸�Ì�¬�­
¾�©�°�½�ª[¬!Â(¦!§u¨�©}¾Zª�½�´5µ�¬!ª�½�Ç�¨\ª�¬\Í.Î�Ã_­�¬8½�½�°�µ�²S½�¾!µ	±�¦�§@¨�©}¾Zª6©�°�µ�´/½6Ç�¨Éª�¬�Ï�Ã_­�¬8½�½�°�µ�²S½�½�³.³
¿Sª�ª�¨`Ðo¶8¶YÑ�Ñ�Ñ^¸ Ç/ª�±�¾�©�©}¾�½.¸ ³.±/Ç)¶8Ò�±�¾!­�Ã_È8¸3Å#¿�³(¦�§@¨�©}¾Zª�Ã_¬8­�­�³.½�¨)¬�µ	±/°�µ�²-ª�¬�Ó0«
Ô�Õ�Ö_·£°}½$×�«AÔ Ø.ÙBÖ_·�¸
Ì�¬8Ç�­�§u¨�©}¾Zª�½<¾�­�³%¨	­�°�Ä�³-´5µ�¬!ª�½BÑ�¿	³,µhÔP°}½<¬/±�±h¾!µ	±H¾�­�³-¨�­�°�Ä�³-©�°�µ	´5½�Ñ�¿�³.µhÔP°�½<³,À8³,µQ¸(Å3¬
¾YÀ�¬8°�±�¾�±�±�°�ª�°�¬8µ	¾!©=ª�³,­�Ä�°�µ	¬�©�¬�²�È8ÚQÑI³6Ñ�°�©�©?¾YÀ8¬�°}±hÇ ½�°�µ�²jª�¿	³6µ�¬�­�Ä�¾!©£¦�§@¨	©�¾!ª(µ	¬!ª�¾!ª�°�¬�µ0¾�µ	±
Ñ�°�©�©Q°�µ	½�ª�³.¾8±PÇ	½�³^Ó0«AÔ�Õ!Ö_·_Ú/­�¾!ª�°�¬�µ	¾�© ª�¾!µ�²8©�³(µ�¬�ª�¾!ª�°�¬�µQ¸

A A

N(A) N(A+C)

C A CA

D(A) D(A+C)

Û�ÜoÝYÞZß.Þ)à`áYâ�ãGäuå�æAç�äQè�éoç�êAáYä@ã Û	ÜoÝYÞYëDÞ9ì3ã�íDç�â�ÜoíZå�æ@ç�äQèGéoç�ê@áDä@ã
î ½�³_ÂCÇ�©QÂ
¾�Ã�ª�½�¾!¯)¬�Ç/ª�ª�¾!µ�²8©�³D½,Ð

«�ÍD·PïI¬!ª�¿�Ó�«
Ô�Õ!Ö_·h¾!µ	±¢ðh«
Ô�Õ!Ö_·h¾!­�³0¦!§u¨�©}¾Zª�½,¸ñÅ#¿�³�´5µ�¬!ª_¶Y©�°�µ�´KÓ0«AÔ/Õ�Ö_·j°}½Hª�¿�³�¦�§@¨	©�¾!ª
×�«
Ô)Ø.ÙBÖ_·�¸iÅ#¿�³^´5µ�¬�ª�¶Y©�°�µ�´[ðH«AÔ/Õ�Ö_·?°�½�ª�¿�³^¦�§@¨�©}¾Zª$×�«@ÖYØ�Ô/·�¸

«@®�·PÅ#¿�³<ª�¾!µ	²�©�³<Ã_¬8­�­�³.½�¨)¬�µ	±/°�µ�²^ª�¬�ò.óô ó °}½?ª�¿�³(½�¾�Ä�³�¾8½£ª�¿�³Bª�¾!µ�²8©�³(Ã_¬8­�­�³.½�¨)¬�µ	±/°�µ�²^ª�¬�ò_õô õ °�Â¾!µ	±>¬�µ	©�È6°�Â-ò óô ó�ö ò õô õ ¸
«A÷8·PÅ#¿�³P¦!§u¨�©�¾!ª�½�Ó0«AÔ/ø.Õ!Ö,ø_·g¾�µ	±�Ó0«
Ô5ùDÕ�Ö�ù,·_Ú?Ô5ú�ûüÎ	Ú?¾�­�³P¾!­�³[ª�¿�³�½�¾�Ä�³>°�Â(¾!µ	±�¬�µ	©�È�°�Â

Ô ø ö Ô ù ¾!µ	±�Ö ø Ö_ý øù Òö Í�«CÄ�¬/±�Ô ø ·�¸
«
¦S·PÓ0« ò óô ó^þ ò õô õ · ö Ó0« ò ó ô õ�ÿ ò õ ô óò,ó ô��õ ÿ ò �õ ô ó ·IÑ�¿	³,­�³(Ô��ù Ö�ù#Ù�ÔSùDÖ��ù ö Í�� �	�u¸
«���·Éò,óô ó þ ò�õô õ�
ö ¾�­�¾Zª�°�¬8µ	¾!©)ª�¾!µ�²8©�³(Ç�µ�©�³.½�½#³,°�ª�¿	³,­<Ö,ø ö
� Í(¬�­BÖ�ù ö
� Í�¸
«��8· ò ô þ��£ö ò ÿ ô��ô
«��!·PðH«�� þ�� · ö ðH«���·��gðH« � ·�¸
«��8·PÓ0«.ò.óô ó^þ������Yþ ò� ô  ·I°}½B¾�!H¬�µSª�³D½�°�µ�¬8½#´5µ�¬�ªBÑ�¿�°}Ã�¿j°�½Bµ�¬!ªB¾�¦�§@¨�©}¾Zª$Ç	µ�©�³D½�½B¾ZªBÄ�¬8½�ª�ªGÑI¬

¬!Â3ª�¿�³(ª�¾!µ�²8©�³D½ ò�"ô " ¾!­�³�µ	¬�µ/§u°�µSª�³,²�­�¾!©@¸
«AÏ8·P»-«A¹ þ$# · ö ¦!§u¨�©}¾Zª$°�Ä�¨	©�°�³.½$¾!ª$©�³D¾�½�ª�¬�µ�³^¬�Â�¹K¬8­ # °}½�­�¾Zª�°�¬�µ ¾!©k¬�­�©�¬/Ã,¾�©�©�È6´5µ�¬!ª�ª�³D±

� �%��� Ï&�u¸
«GÍDÎ8·[ËuÂ?¹Æ°�½�¾6¨�­�°�Ä�³-ª�¾�µ�²�©�³g¾�µ	± # °}½�©�¬/Ã,¾�©�©�ÈPÇ�µ�´5µ�¬!ª�ª�³D±h¾!µ ±Hµ�¬�ªBª�¿	³�'�§Aª�¾!µ�²8©�³8Ú	ª�¿�³,µ

¹ þ$# °�½�¾�¨�­�°�Ä�³(ª�¾!µ�²8©�³�� Ï&�(��ÍDÎ&�u¸
Å#¿�³(ª�¾�µ�²�©�³�Ú # Ú	°�½#©�¬/Ã,¾!©�©�È6Ç�µ�´5µ�¬�ª�ª�³D±j°�Â�³,À8³,­�È6÷Z§u¯	¾!©�©kÑ�¿�°}Ã�¿j°�µSª�³.­�½�³.Ã_ª�½Iª�¿�³(ªGÑ?¬�¾�­�Ã.½

¬!Â # °�µj³*)�¾8Ã�ª�©�È6ªGÑI¬�¨ ¬8°�µSª�½$Ã_¬8µ8ª�¾!°�µ	½�¾!µjÇ�µ	´Sµ	¬!ª�ª�³.±�½�¨	¾!µ	µ�°�µ	²�¾�­�Ã�¸=¹ ª�¾�µ�²�©�³^°}½�©�¬/Ã.¾!©�©�È
´5µ�¬!ª�ª�³.±P°�Âf°�ª$°}½#µ�¬!ª�©�¬5Ã.¾!©�©�È[Ç�µ�´5µ�¬!ª�ª�³D±k¸£¹ ª�¾�µ�²�©�³(°�½#¨�­�°�Ä�³^°�Â�°�ª�°}½�µ�³,°�ª�¿	³,­�­�¾Zª�°�¬�µ ¾!©9µ�¬�­
©�¬/Ã.¾!©�©�È6´5µ�¬�ª�ª�³.±k¸



+-,/./02130547698;:=<?>�@=ACB%DFE3GHBJILK&E�M�BONPK%QRELK%N=STQ�<U>2MV>WK�IXK%E�M�BONYKOQRELK%N=STQ�<ZM[D\KONY]^BTN=Q�_`M�D
K&E2Q�<aKT>3EbBONY<cBODdEX:=<WE3GHB7ILK&EXM�BTNYK%QeELK%N=STQ�<U>;M�>;M�NfE�<gSTIXKOQ�h

ikjT<gN�EX:=BO@=ST:�E�:Y<lN�@=A?<gILK&EXBOI?m*Q�BT>�@=IX<nB%D2EX:=<`>o@=ApBOD2E3GHB-ILK&E�M�BONPK%QkELK%N=STQ�<U>qMV>ZE�:=<
N�@=A?<gILK&E�BTIZmgQ�Bf>o@=IX<nBOD/KrILK&E�M�BONPK%QFELK%N=STQ�<lsf_ut�vfw�xyEX:=<`>o@=AzBODbE3G\BrILK&EXM�BTNYK%Q{EXKON=SOQ�<a>ZM�>
N=B%EbK|ILK&EXM�BTNYK%QYEXKON=SOQ�</@=NYQ�<U>�>\BON=<5B%DREX:=<2ELK%N=STQ�<U>{MV>\M�NfE�<aSOILK%Qyt�}Tw�x9t�~fw�hF8;:=<5]=<gN=BTA7M�NYK%E�BOI
m*Q�BT>�@=IX<ZBODkE�:=<�>�@=A�BODkE3G\BlEXKON=SOQ�<a>ax9,�K%NY]��5x�M�>W�rt��5w��Z�rt���wWGb:=MVmL:-MV>�KlmgBOA?�eBT>�M[EX<
� N=B%E�@=N=Q�<a>X>cBON=<7B%DH�rt��cw/BTI��rt���w5MV>/EX:=<?@=N � N=BOEahq�H@�E|�rt����O�*wW���bt��&����wc��@=N � N=B%E
M[D2KONY]-BTN=Q�_-M�Db�7���Z�OxdM�h <Oh�xdK��	s�M�>|KON�M�NfE�<aSOILK%QyEXKON=SOQ�<Ohn��M�NYmg<�v%���=Q�K%EX>�KOI�<?�=IXM�A?<nKONY]
E�:=<|]=<gN=BTA7M�NYK%E�BOIbmgQ�Bf>o@=IX<cB%D�KZILK&E�M�BONPK%QeEXKON=SOQ�<WM�>bKZv%���=QVK&E2K%NY]JE�:�@Y>;�YI�M�A?<Ox�E�:Y<W>�@=A�BOD
E3G\B7ILK&E�M�BONPK%QPEXK%NYSOQ�<a>HM�>HN=BOE;KZILK&E�M�BONPK%QPEXK%NYSOQ�<5@=NYQ�<U>�>HBONY<5BODRE�:=<cELK%N=STQ�<U>\MV>HM�NfEX<gSOILK%Q�h�1(N
E�:=MV>HmgKO>�<bEX:=<2ELK%N=STQ�<l� �{�r�yM�>{E�:=<5IXK%E�M�BONYKOQ�EXKON=SOQ�<l��� �� ��t�~Tw*¡f8;:Y</>o@YA¢BODRIXK%E�M�BONYKOQ�EXKON=SOQ�<a>
Gb:=<gIX<�K&E2Q�<aKT>3E;E3GHB7BOD£EX:=<WEXKON=SOQ�<a>;MV>bN=BTN���M�NfE�<aSOILK%QeM�>2maK%Q�Q�<U]lK?¤^BTNfE�<a>�M�N=BT>HELK%N=STQ�<Th
¥R¦�§H¨=©�ªP«�¬�­Z¨=«�®T¯d«�¯d°?¨=©�±³²W´&µR®O¬�°U°a¶�·P¬^¸l¬f®TµP¹�ºy¶�©�¨�»a¶�µP©

8;NY¼`.b<a>�BOQ�j&KO>�<?GHKT>cE�:=<?½YIL>oEWIX<amgBOAZs=M�NPKO>�<qEXB^sP<n>oE�@Y]=M�<U]�@P>oM�N=S`E�:Y<�A?K%E�:=<aA�K&E�MVmg>
B%D\EXK%NYSOQ�<a>ah78;:=<?A�K&EX:=<gA�K%E�MVmgK%QFA?B�]�<aQk]�<a>Xm*IXM�sYM�N=S`8;NY¼`.b<U>oBTQ�j&KO>�<ZKTm�EXM�BTN�MV>�>o:YB&GbN-M�N
½YSO@YI�<7¾�¿ }	À�hW1(N-SO<aN=<gILK%Q�xPE�:=<�>�@=sY>oE�ILK&E�<7Á505,$MV>cGbI�M�EoEX<gN�KO>/E�:=<?N�@=A?<gILK&EXBOI5mgQ�Bf>o@YI�<|BOD
E�:=<?>�@=AÂB%DFEX:=<qE3GHBnELK%N=STQ�<U>WÃ�K%NY]rÄ?h�8;:=<qEXKON=SOQ�<?Ã�>3ELK%NY]=>/DÅBOI5E�:Y<ZBT@�EX>�M�]=<|EXKON=SOQ�<Ox
Gb:=MVmL:rM�>5BO@=EX>�M�]�<ZB%DFEX:=<q<aN=Æg_�A?<ZKTm�E�M�BONrKONY]^IX<gA�K%M�NY>/@=NYmL:YKON=SO<U]^]�@=IXM�N=SnE�:=<7I�<UKOm*E�M�BON
t�Ã�M�>c@Y>�<a]-M�NP>3EX<aKO]-B%DHÇ�E�B`K	jOBTM�]rmgBON�DÅ@P>oM�BONrGbM�E�:�E�:Y<?ÈnEXKON=SOQ�<���Æg<gIXBnELK%N=STQ�<	w�h|8;:=<
I�<Um*BTAqs=M�NYKO>�<?KOm�EXM�BTN�maK%N�sP<�A?B�]�<aQ�<U]�s�_rIX<g�YQ�KTm*M�N=SJEX:=<?EXKON=SOQ�<�ÄÉGbM�E�:�EX:=<?EXKON=SOQ�<�ÊZh
+�<WEX:�@Y>b:YK	jT</EX:=<WDÅBOQ�Q�B&GbM�N=S7E3GHB7<UËf@YK&EXM�BTNY>HGbM[EX:r¼Z@YN � N=B&GbNY>/Ã7x=Ä?xYKONY]ÌÊZ6

ÍÎt�ÃÏ��Ä|wk�
ÐgÑ9�*Ða�(Ò&�f�3ÓT�
ÍÎt�Ãu��Ê�wk�ÕÔYÒ&Ö&×TÑeØ*�
1(NÎ�=IXB�m*<a>X>�M�jT<7IX<amgBOAZs=M�NPK&E�M�BONÕEX:=<J<aN=Æg_�A?<nIX<gA�K%M�NY>qsPBT@=NY]ÕEXB^E�:=<ÌÁ505,ÉsY@�E7KTm�EX>

Aq@=Q�E�M��=Q�<?E�M�A?<a>ah?Ù{I�B�mg<a>X>oM�jO<ZI�<Um*BOAZs=M�NYK&EXM�BTN-:YKT>WsP<a<gNÕA?B�]=<gQ�<a]�sf_�KO]=]�M�N=S^KO]Y]�M[EXM�BTNYK%Q
m*BT�=M�<U>;B%DFÊÚE�:�@Y>2BOs�ELK%M�N=M�NYSZEX:=<WDÅBOQ�Q�B&GbM�N=S?KO]Y]�M[EXM�BTNYK%Q9<UËf@YK&EXM�BTNY>g6

ÍÎt�Ãu��ÊÏ��Ê�wk�³Û%ÜR×�ÔYÒ&Ö&Ø*Ó&Ð	ÐaÝ�Þ�ÓbÔPÒ	Ö&×TÑ�Ø��
Í�t�Ãß�ÎÊß�ÎÊß�ÎÊ�wk��¼%Ò&×�ÔPÒ	Ö&ØgÓ	Ð	ÐaÝ�ÞfÓ2ÔYÒ&Ö&×OÑ�Ø��

¡
¡
¡

Í�t�Ãu��ÊÏ�³¡�¡�¡U��ÊWw\�ßÜ9�oà7ÔYÒ&Ö&Ø*Ó&Ð	ÐaÝ�ÞfÓ/ÔYÒ&Ö&×OÑ�Ø��
á N=<lmaK%NÕEX:=<gNÏ>oBTQ�jT<�E�:=<U>o<l<aËf@YK%E�M�BONY>qDÅBOI7âãKONY]Î.�x�SOM�j�M�N=S-N=<gG�sYM�BTQ�BTSOMVmgK%Q{M�N�DÅBTIo�

A�K&E�M�BON£h\ä=BTI2<*å=KOA7�YQ�<TxYikIXNY>oEbKONY]^��@=A?N=<aIX>2]=<*E�<aI�A?M�N=<a]ÌEX:YK&E/8;NP¼�.b<a>�BOQ�j&KO>�<c@P>o<U>;E�:=<
DÅBOQ�Q�B&GbM�N=S�m*BTN�½YST@=IXK%E�M�BON�¿ }&À�h



P

N(U + P) = unknot               N(U + R) = N(2/1)                     N(U + R + R) = N(5/2)                              N(U + R + R + R) = N(8/3)

æYçéè	ê	ëUêeìRí&îHï£ð3ñ�ò�ó ôLõLñ�ðFö�ðo÷3ò�ø\ù	çéí&õXú�çéò�í
û2üOý�þ^ýXÿ��&ýlý�ÿ=þ-ý���������þ	� ü��
���
���
�eþ����������uü��Yþrþ������%ý���ü�������� �!�#"%$&�
�
'(�=üOý�)

*;ÿ(���+��ý,���-�=ü%ý-�eü.���/��0
��þWý�ü213��45�6�
�
�7�.�Yþ8�oü.�9�=ý���ü��;:Åü��,�6)=<�:?>@�7�+���&ý���ü.�����BA
�oü.�9C(���
�7ý�ÿ=þ
þ������%ý���ü��DA
����EGFH ���#"I�����9�
�7ý����
�.��þJ:K��L*ý#�NM�"I�.�9CTþ��O�P$ QF/R H Q $S�KTVU�W�U�X�"ZY []\�)?^2ü`_HþaCTþa�bA>c�=þaþ�45�=üOý,0Pþd���%ý���ü������e�f13���
�Xþ�g�X�"h)-i�þaþ8�oþbL�ý���ü.�5j2:Åü��Z��k7ü.��þl���%4�þ���ý�ÿ	4
����Lm��������ü.�Ìü�:
�=ü��
nB�
�������=þ#��ü�����ý���ü��3�a)

æYçéè	êDo/pUê �����c���#"q$�r íbsaí	òLú
tq�����oýu���34vi(�
k6�=þ����7ÿ��]CTþw�
�Xü`COþ���ý�ÿ3�&ý6�x:5ý�ÿ=þ;1����3ý7ý�ÿ
�Xþgþy�
�Xüz4z��L�ý��7ü�:,�
�XüzL*þb�����9CTþ

��þbL*ü.k80
�����&ý���ü.�{���Xþl'��Yü`_+�DA=ýXÿ=þa�^ýXÿ=þ8��ü�����ý���ü��3�+:Åü��Z| ���34{}P���Xþ#�
�
�7���=þw�K�.�����
k6���
���
$SX�n�ý����
�.��þ]"q�3�/���
�7ý�ÿ=þ~:Åü.�9��ü`_+���
�7ý�ÿ=þaü��Xþak2�a�
�#�����3�`�(�����x�
�?���m� ���`���~��� �~� �`����� �m�,�h�����;�f� � � �������% ¡�l"?$J¢
£�¤��9� �
¥m¦�§Z�a¦�¨6�

 ~© ª(«,�`���������¬�®­��l"2¯$°�����¬�
 ¡�l" ¥m¦`§6�a¦`¨2�+±a²v³´��� �µ�·¶ � � § � � ¶ ¦ �´�`� � �`�(��� ��²�¸K¥
 e©@Wz« �N�
� �;��¶ � ���	¶f� ��� � § �`� � �`�(��� ��²
¹ �`�D�3ºu�7�z»
��¼
<�:,��_Hþa�Xþ2��ü(L������9�½'(�=ü%ý�ý�þb4GA�ý�ÿ=þ��¾���B�!�� ¡�~"mU/ d©¿ª{_\ü.�
��4®0eþ;Lgü�k6�eü.���[ýXþ�)	i(����L*þ

M�n��
�7�&ý��J���Xþ8������k?þ�AD�¿La���
�=üOýJ0eþd��üzLa���9���5'��Yü%ýoýXþ�4G)ui(�
�
�eü.��þu�À�7�~���
����k7þZý����
����þ�)#ÁI�
ý����
����þ8:K�.L�ý2�KÂ�"Z�¬�Ã�K ÅÄ�gb"/�°�7�J���%ý���ü������£ü.�Z��üzLa�������y'(�=üOýoýXþ�4G)#ÁI�Ìý����
����þ#:K�.L�ý2�Æg�X�"hAD�
�
���9k?þl��ku���9��þ��#�K VÄ
gb"/�P�
���9k?þ#���345�Sk8���oý-0eþWý�ÿ=þdÇ�n�ý����
�.��þWü.�+��üzLa���9���2'(�=ü%ý�ý�þb4G)

û2üOý�þ2ýXÿ��&ý,�!L����
�=üOý=0eþ/ýXÿ=þ#Ç®n�ý����
����þ�)�<�:Å�Ã_Hþa�Xþbý�ÿYþZ���z1��
��ýÆ�?ý����
����þ�ATý�ÿYþa�;�¾�B���
 ¡�~"l$ÉÈ%�N ¡�l"l$ÀÈ%�K�l"�Ê�Ë�Ë�ËÌÊdÈ%�Í�~"m)5iz�9��Lgþ2M�n��
�7�&ý��l����þ6�
����k7þ.A�È%�Í�l"~$É�
�
'(�=üOý�)wÁI��ý
���B�c�� ¡�l"q$�È%�K ¡�~"=$!�
�
'(�=üOýJ$�È	�9­��l"e$��¾�B�@�½­.�l"mA��6L*ü��fý����.4z��L*ý���ü��D)q*;ÿ(���O�9:=�
���-��üzLa���9�����
��'��Yü%ýoýXþ�4GA3�Pk8���oý-0eþl���%ý���ü������Í)
<�:� =©
W�A�ý�ÿYþa�{� 4�ü�þb�O�=ü%ý2ÿ��]CTþ~�������[ýÆ�5Ç��/����LgþJM�nB�����%ý��;ÿ��]CTþ~�%ý+k7ü��3ýbýÆ_Hü2L*ü.ku�eü�n

�=þa�fý��a)�<�:
 q©@W
A��v������ü(L������9�J�
�
'(�=üOýoýXþ�4GA`���34#�¾�7���=ü%ý��9�fý�þ��������BAgýXÿ=þa�8�x:´�v�7�V�Yü%ý����fý�þ��������BA
���µ�Ã����4	�K 3Ä½gb"/�!���Xþ,�
���9k?þZ0��7ý����
�.��þ,:K��L�ý��~�Í[�"e����4µ�ÆgbX."h)ÅÁI��ý+���B���	 ¡�l"q$ZM�n��
���%ý
_\ü.�
�74Õý�ÿ=þ��¾L*ü.�fý�����4z�7L�ý|ý����
�.��þw:K��L*ýy�KÂ�"h)µ<�:J�Î���d���TýXþa�.�����=���34®�x:Z�Î�7�#���&ý���ü.�����BA�ý�ÿ=þ��
���B�v�	 ��l"q$ÃM�nB�����%ý�A( q©@W
A(�x:�����4Jü��
���2�x:Å�Ã���I���TýXþa�.�����30(�?ý����
����þ-:K�.L�ý#�KÏ�"h)?*;ÿ(���I�x:q�
���-��üzLa���9�����
��'��Yü%ýoýXþ�45���34w =©vW
A3�Pk8���oý-0eþl�9�fý�þ��������B)
i(�
�
�eü.��þ=�v�7�G��üzL������9�Z'��Yü%ýoýXþ�4G)�*;ÿ=þa�~�9:3�~Ð��7��ý�ÿYþFý����
����þÅ:Åü���k?þ�4Z:N��ü.kP�¾0(�,�Xþak?ü`C(���
�

ý�ÿ=þ6��üzLa����'(�=ü%ýbA�ý�ÿ=þ��µ�����~Ð
�
 ¡�l"-$Z�
�
'(�=ü%ýbAG�/����L*þuM�n��
�7�&ý��Z����þd�
����k?þ�)#�����¬�®­��l"u¯$
���B�Ñ�
 ¡�l"-��k6�
�9��þ��cýXÿ��&ý#�����~Ð��®­��l"6¯$Ò�����~Ð
�
 ¡�~"m)ui(����LgþqýXÿ=þ2�
�
'(�=üOýJ�7�l�wM�nB�����%ý
����4%�~Ð��7�+��üzLa���������
�
'(�=üOýoý�þb4GA��P�7�+���&ý���ü.�������9:� =©
ª6���34w���fý�þa�.�������x:Å e©@W )



Ó#Ô�Õ�Ö3×`Õ(ØÚÙÜÛ7Ý´Ý�Þ?ßKà-á�â�ãcä¾å#æIçJè
é�ê�ë9ì`í-ì`î�ï8á¾âBãcävðlæ=çJè
é�ê�ë9ì`íOñ�ò�ómô�óJå çÎõaö÷ ö�øðÃç�õhù÷ ù�øDú
ûmümý?þ{ú�ýbüaû8ÿç���� ø íNò
óaî;ã����ló��fífò�ómôlìuô�ì�í	��
�î´ì`ëGí¡ì`î
��ë�ó�
`ôlì������Kóaî�í�����
`í�
�ê����#í�

ì�������
Æà~íBñ�
2ô�ì�í	��
�î´ì`ë�í�ì�î���ë9ó��� 
! ×`ÖDÖ#"%$'&�(+á�â�ã¬ä@å#æ~ç*),+�-/.�0�1204365½á�âBãÑä@ðlæJç*)4+7-/.�0�198;:/<>=?<6å�ç õ ö÷ öA@ ðÉç õhù÷ ù @

ú û ü ý þ�ú ý ü û ÿçB��� @ 1%:/<�3�1%:/<DC�E
C�.GF�C;H?I/=?JK<�=%EL1?:6<�M4=%<�NOFGN�-/.PFP<>HQ1%:60�1R1%:/<D5�MKI/S/.P<;S/=T0,36CT:/<U5
C�M�VK<�=WM,(61%:/<X1%043/J4.P<,ãYF�HZ09[�<�FG(\<�=?1W]#S#<>=?<U5�H?-604C�<4^_&�3a`G�4��b @,c =?36Hd1Q-/=?M�VK<>5�1?:60,1W1%:/F�HQNe<U0,36H1?:60,1JãfFPH;04NgS/FP<�3�1;FPH?M,1%M4-/F�C*1?M'0�hiMK3K1%<>H?FG36MKH�1%043/J4.P< ^

`j�K��b�0KC�1%I60,.P.GEkHl1T0�1%<>5k1?:#0�16ãmF�Hg0ihiMK3�1?<>H?FP3/MKH91T0,3/JK.G< @ S6I�1�1?:6<'(\M4.P.PM�8;FG3/JnC�M4I/3�1%<�=?+<�o/0,N�-/.P<	â\]6J4I/=%<n�K�bæ*1?MpC�M4=%M4.P.�0,=%Eq�>rsFP3�`G�4��bXHd:/M�8tHL1?:60,1g8;:/<�3uJ4.PI/FG36JµãmS604CTvw1?M	å @045/5/Fj1%FGMK360,.D1l8;FPHd1%HxN�0yEzS�<n3/<>C�<>H%H?04=?EK^{&�3Y(�04C�1aFG3Y1%:/F�H|C>04H?<s1?:/<>=?<nF�H'36Mq=%0,1?FPM43604.tM4=
hiM43�1%<>H?FG3/M�H;1T0,3/JK.G<gH?M4.PI�1%FGMK3s1?M�1%:/<�H?E�Hl1%<�N}M,(R<>~�I60,1?FPM436H,á�âBã�ä�r�æIç!á¾â	�K� þ �]æt04365á�âBãcäz�.æ=çÑá�â7�K� þ�� æ�^X�6M4=?1?I/360,1?<>.GE|S�Ea-/I6H?:/FP3/J'0,3
E|<�o
1?=T0�C�=%MKH%HdFP3/J�H�FG3�1?M'��0,365s� @I6H?FG3/Je�6E
-�<>HL`��Ub @ 0,365x1?:6<2<>I/.P<�=;S/=T04CTvK<�1�(\I636C�1%FGMK3�`G�U��b @ FG1tC�0,3aS�<9H?:/M�8;3|1?:60,1;J4FPV4<�3x1?:/<1?:/=%<�<9<U~KI#0�1?FPM43#H @ á�â�ãväk�¡ðlæqç��x��(\MK=L�9���R� � 8;:/<�=%<21?:/<L�'�Q0,=%<2),+�-/.P0,1%H @ 1?:/<>3{ã�FPH
<�FG1?:/<>=t=T0�1?FPM43#0,.�M4=�1%:/<�HdI6N�M,(W1l8�M�=T0�1%FGMK360,.�1%043/J4.P<>H>^

N(5/-1)                                                     N(7/-3)

�/���y������� á�â�ã
äur.æqç�á�â	��� þ �]æQ�T�y�Já�â�ãcäu�.æqçcá�â��4� þ�� æ
Ó#Ô�Õ�Ö3×`Õ(Ø��{Û7Ý��
ÞA Vóaí�ãSì`î�ïIð���ó=í¡ì`î
��ë9ó��R���6��òlíNò
ì�í
á�âBã#ä*�¡ðlæ?ç¡�x��à�
�ô_re�z��� �
øñ�ò
óaô�óJíNò
óX� � ì`ô�óOè�é�ê´ë9ì�í��Zì�î´ïg¢U� ûy£ � ý4£ �'¤,¥dô�ó¡ê´ô�ó��aómî3íqì`íÅë9ó�ìy�híQ¦6ï,� §,óaô�ómî3í?ë¨�fî
©e
�ôX©`î�
`íí	ª�ê�ó��� �«�ò
óaî%íNò
óaô�ó2���~ì�íZ��
���íX
`î´ó*��
�ë¨�zí	��
�î#à�
`ô,ã�ì`î´ï#ã����~ó��fíNò
óaôZô�ì�í	��
�î´ì�ëA
�ôZíNò
ó9�T���


ÆàlíBñ�
2ô�ì`í7��
`î´ì�ëVí¡ì`î
��ë9ó��� 
Ó#Ô�Õ�Ö3×`Õ(Ø­¬ Û7Ý���Þ� �ómíGãÀì`î´ï-ð®��ó+í¡ì`î
��ë�ó������6��ò6ífò�ì`í�ãO���,ó��fífò�ómô+ô�ì`í7��
`î´ì�ë#
`ô-ìL�T���


Æà8íÍñ�
�ô�ì`í7��
`î�ì`ë�í�ì�î���ë9ó�� ø ì�î´ïdð!çÒâ�¯Væ� 2°w
�ô�óT
�±`ómô ø ���bê�ê6
y�aódífò�ì`íÅá�âBãcäu�¡ðlæeç²�'�Và�
�ôr������ �
ø ñ�ò
óaô�óZífò�óX� � ì�ô�óIè
é�ê�ë9ì`í	�-ñZ�fífò|�aô?
y�T���fî��dî6������ómôR³ �  e«´ò�ómîi´ ¯�´6���Zï.ómí¡óaô����fî�ó�ïìy�qà�
`ëfëP
`ñQ��µ
¶ � ·#ßKà;³�¸L¹Y³�¤9ºz³ ý ºz³ û]ø ífò�ómî�´ ¯�´.ç�³�¤ þ ³ ý  ¶ �»� ·#ßKàt³ ¸ ç¡³ ¤ ì�î´ï�³ û ç�³ ý ø íNò
óaîp´ ¯�´.ç¡³ ¤ þ ³ ý ç¡³ ¸ þ ³ û  ¶ �»� ·#ßKàt³�¸Zç¡³�¤;ì�î´ï�³ û8ÿç�³ ý ífò�ómî�´ ¯�´.ç¼�
 ¶ �»�»� ·dßNà;³ ¸ ÿç�³ ¤ ì�î´ïg³ ý �z³ û ø íNò
óaîk´ ¯�´�ç�³ ¸ þ ³ û  ½ :/<s1%043/J4.P<s(�04C�1%Hµâ � æ @ â\)�æ @ 0,365!â7��æ�C�043YS#<nI#Hd<U5u1%MuH?M4.PV4<a(\M4=�1%:/<s1%043/J4.P<µã @ M4=HdFPN�FG.�0,=%.PE @ 0,3s0,.PJ4MK=?FG1?:6N�J4FPV4<>3|FP3�`j�Ur�b¾C�043aS�<LI6H?<>5A^
¿ M41?<�1%:60�1eM43/.PEw1%:/<xC�=?M�H?H?FG36Ji3�I6NgS�<�=THLM,(;1%:/<'),+�-/.�0�1TH�8X<�=%<�3/<�<U5�<>5k1%Mw5�<�1%<�=%N�FG3/<

´ ð�´j^ ½ :6FPHQF�HQV4<>=?E9I6H?<�(\I/./(\M4=Z0,3604.GE
À>FG3/J2S/FPM4.PM4JKFPC>0,.�<�o�-#<>=?FPN�<�3�1%HQH?FG3#C�<�J4<>.�<�.P<>C�1%=?MK-/:/MK=?<UHdF�H
C�043/3/M,1;(\I6.G.PExF�5�<�3�1%Fj(\Es0ev�36M,1tS/I�12C�0,3aF�5�<�3�1?FG(\EaFj1THtC�=%MKH%HdFP3/Je3
I/NgS�<�=;(\MK=DH?N�04.G.¾C�=?M�H?H?FP3/J
v
3/M,1TH�^



Á�ÂLÃXÄ/ÅWÆ#Ç	ÈnÉ|Ê	Ë�ÌUÄ/ÅWÍ4È
Ë�Ä/Å_Î�ÏxÈ
Í4Ð�ÑwÒQÊ�ÅWÄ�ÌUÊ�Ð�Å
Ó�Ô/Õ�Ö4×#Ø�ÙKÕRÚdÕUÛ�Ü%ÝGØKÞ�ßKÖyÙKÕRÖ;à/Þ/Ý�á�à/Õ�Ú?Ø4âPà�Ü?ÝPØ4Þ9Ü%ØtÜTÖ,Þ/ßKâGÕRÕUá�à6Ö�Ü%ÝGØKÞ6Ú�ã�ä;ÝjÜ%Ô�å�æ�çKè¾é?ÕUÚdà/âGÜdê

ÝGÞ6ß'ë\é%Ø4ì}í/é?Ø�Û�Õ>Ú%ÚdÝPÙ4ÕLé%Õ>Û�Ø4ìg×6ÝGÞ6Ö,Ü?ÝPØ4Þsä;Ô/Õ>é?ÕeîïÖ,Þ6ðiñòÖ,é%Õ�Û�ØKÞ6ÚdÜ%Ö,Þ�ÜUótÓ_Ö4Þ/ß4âPÕ�Õ>á�à6Ö,Ü?ÝPØ4Þ6Ú
Û�Ö4Þn×#Õ�ð�ÝGô'Û�à/âGÜDÜ%Ø|Ú?Ø4âPÙ4Õ4õ�Ô/Ø�äXÕ�ÙKÕ�éUõ6ÝGëZÜ?Ô/ÕeÕ�Þ/ö>÷
ìeÕaã�Ú?à6ÛTÔwÖKÚtØ4Þ6ÕgØ,ëZÜ%Ô/Õgé%Õ>Û�Ø4ì�×/ÝGÞ#Ö4Ú?Õ>Ú>õ
ø ê�ù�Þ�Ü?Õ>ß4éTÖ4Ú?Õ4õZúWâGí¾õRÖ4Þ6ð�ì�à�Ü%Ö4ÞKÜ'û2ÝPÞ#è�ð�Ø
ÕUÚgÞ/Ø4Üeé%Õ>á�à/ÝPé%Õ�Ü?Ô/Õaü*ý*þ�Ü%Øw×�Õ|ÝPÞuÖpÚdí�Õ>Û�Ýjÿ#Û
Û�ØKÞ�ÿ6ß4à6é%Ö,Ü?ÝPØ4Þa×#Õ�ë\Ø4é%ÕLÜ?Ô/ÕgÕ�Þ/ö>÷�ì�ÕgÖKÛ�ÜTÚ�ã\ì�Õ>Ö4Þ/ÝPÞ/ß|îOÝPÚtÞ/Ø,Ü*Û�Ø4Þ6ÚdÜ%Ö4Þ�ÜTèXØ4éDÝjëZÜ%Ô/Õ�é%Õ>Û�ØKìeê
×/ÝPÞ6Ö4Ú?Õaã	Údà#ÛTÔkÖKÚDØKÞ/Õ�Ø,ëRÜ%Ô/Õ�é?ÕUÛ�Ø4ì�×/ÝPÞ6Ö4Ú?Õ>Ú>õ ø ê�ù�ÞKÜ%Õ�ßKé%ÖKÚdÕKõ��*Õ�éUõ¾Ö,Þ6ðpí�ØKÚ%ÚdÝP×/âP÷nú_âPí#è2ð�Ø
Õ>Ú
Þ/Ø,Ü2Ö4Û�Ütí6é?Ø�Û�ÕUÚ?Ú?ÝPÙ4Õ�âP÷4ó�üDÝ�ÚlÜ%é?ÝP×/à�Ü%ÝGÙKÕ�é%Õ>Û�ØKìg×/ÝPÞ6Ö,Ü?ÝPØ4ÞsÖ4ð/ð/ÚDÖ4ð/ð�ÝGÜ?ÝPØ4Þ#Ö,â�Û�Ø4ì�í/âPÝPÛ>Ö�Ü?ÝPØ4Þ#Ú�ó�ù�Þ
ð�Ý�ÚlÜ%é?ÝP×/à�Ü%ÝGÙKÕxé%Õ>Û�ØKìg×/ÝPÞ6Ö,Ü?ÝPØ4Þ¾õWÜ?Ô6ÕxÕ�Þ6ö�÷
ì�Õxé%Õ�âPÕ>Ö4Ú?Õ>Ú�Ü?Ô/Õaü*ý*þ}×#Õ�Ülä�Õ>Õ�ÞqÕUÖ4ÛTÔ�é%Ø4à/Þ6ð�Ø4ë
é?ÕUÛ�ØKìg×/ÝPÞ6Ö�Ü%ÝGØKÞ¾ótÓ�Ô
à6ÚtÝPÞiÜ%Ô/Õ�Ö4×#Ø�ÙKÕ�Õ>á�à6Ö,Ü?ÝPØ4Þ6Ú>õ/Ü%Ô/ÕgÕ>Þ/ö�÷
ì�ÕLÿ6éTÚlÜ2×/ÝPÞ6ð/Ú*Ø4Þ�Ü?Ø�Ü%Ô/Õ�Ú?à/×�ê
ÚlÜ%é%Ö,Ü?ÕKõ��qã�î�����å�è�ó	�*Þ6Õ�é?ØKà/Þ6ðaØ,ëZé%Õ>Û�Ø4ìg×6ÝGÞ6Ö,Ü?ÝPØ4ÞsÝ�Útì�Ø�ð�Õ�âPÕ>ðiÖKÚ;×#Õ�ë\Ø4é%Õ�×
÷|é%Õ�í6âPÖKÛ�ÝPÞ/ß
åòä;ÝjÜ%ÔwñOÜ?Ô
à6Ú*Ø4×�ÜTÖ,ÝPÞ/ÝPÞ/ß'í/é%Ø�ð�à6Û�Ü�
4õ��qã7î
����ñLè�ó2Ó�Ô/ÝPÚDí/é%Ø
ð/à6Û�Ü2ÝPÚDÜ?Ô/Õ>Þné%Õ�âPÕ>Ö4Ú?Õ>ðs×
÷
Ü?Ô/ÕgÕ�Þ/ö>÷�ì�ÕKóXÓ�Ô/ÕgÕ�Þ/ö>÷�ì�ÕLì�Öy÷'Ü%Ô/Õ�Þié%Õ�×6ÝGÞ6ðsí6é?Ø�ð�à6Û�Ü�
4ó��tØ�äXÕ�ÙKÕ�éUõ
Ü?Ô/Õgü2ýDþfÛ�Ø4Þ/ÿ6ß4à�ê
é%Ö,Ü?ÝPØ4Þiì�Öy÷aÔ6ÖyÙ4ÕgÛTÔ#Ö,Þ/ßKÕ>ðiÚ?ÝGÞ6Û�ÕgÝGÜ*ä�Ö4ÚDé?Õ>âGÕUÖ4Ú?Õ>ðsÖ,Þ6ðní/é?Ø�ð�à#Û�Ü�
�ì�Öy÷|Þ/Ø�ä{×�Õgä;é%ÝjÜ?Ü?Õ>Þ
Ö4Ú��qã�î����Yå�è*ä;Ô/Õ�é%Õxî��eì�Öy÷n×�Õ�Û�Ø4ì�í/âPÕ�Ü%Õ�âP÷wð�Ý���Õ>é?Õ>ÞKÜ9ë\é%Ø4ì­î � ó�Ó�Ô/Õ�ÚdÕUÛ�ØKÞ6ðwé%Ø4à6Þ6ð
Ø,ëXé?ÕUÛ�Ø4ì�×/ÝPÞ6Ö�Ü%ÝGØKÞnÝPÚ9ì�Ø�ð�Õ>âGÕUðpÖ4ßKÖ,ÝPÞn×
÷né%Õ�í/â�Ö4Û�ÝGÞ6ß|å�ä;ÝGÜ?Ô�ñòÜ%Ô�à#Ú*ØK×�Ü%Ö4ÝGÞ6ÝGÞ/ßaí/é%Ø�ð�à6Û�Ü
� õ��qã7î � ��ñLè�ósýtØ4Ü?Õ�Ü?Ô#Ö�Ü�ë\ØKégÖ,âPâRé%Ø4à/Þ6ð6Ú9Ø,ë;é?ÕUÛ�ØKìg×/ÝPÞ6Ö�Ü%ÝGØKÞ¾õ¾ÝGÜgÝ�Ú�Ö4Ú%Údà6ìeÕUðpÜ?Ô6Ö,Ü�Ü?Ô/Õ
Õ�Þ/ö>÷
ìeÕLÝ�ÚtÖ4âGä�Öy÷�Ú�é%Õ�í/â�Ö4Û�ÝGÞ6ß�Ö�åfÜ%Ö4Þ/ß4âPÕ9ä;ÝjÜ%ÔnÖ,Þsñ¼Ü%Ö4Þ/ß4âPÕ4óZÓ�Ô
à6Ú;ÝGëZÖ,ÞsÕ�Þ/ö>÷
ìeÕLÚ?Ø4ì�Õ�ê
Ü?ÝPì�Õ>Ú�é%Õ�í/â�Ö4Û�Õ>Ú�Ö�å�Ü%Ö4Þ/ß4âPÕ*ä;ÝGÜ?ÔsÖ,Þañ{Ü%Ö4Þ/ß4âPÕ9Ö,Þ6ðaÖ�Ü�Ø,Ü%Ô/Õ�éXÜ?ÝPì�Õ>Ú�é%Õ�í/â�Ö4Û�Õ>Ú�Öeå���Ü%Ö,Þ6ß4âPÕ
ä;ÝjÜ%ÔkÖ4Þpñ��WÜ%Ö4Þ/ß4âPÕeä;Ô/Õ�é%Õeå��æOå��ZÖ,Þ#ð��yØKé*ñ��æfñ��	õAÜ?Ô6Õ�Ö4×#Ø�ÙKÕgì�Ø�ð�Õ�âZð�Ø
ÕUÚ*Þ6Ø,ÜLä�ØKé! 
ë\Ø4é�Ü%Ô/ÝPÚtÕ�Þ/ö>÷�ì�ÕKó

"�Ô/Õ�Ü%Ô/Õ�é;ØKé�Þ6Ø,ÜtÖ,Þ|Õ�Þ/ö>÷�ì�Õ9é%Õ>á�à/ÝPé?ÕUÚ�Ö�à/Þ/Ý�á�à/ÕLÛ�Ø4Þ/ÿ6ß4à/éTÖ�Ü%ÝGØKÞ¾õ
Ö4Û�ÜTÚ�í/é%Ø
Û�Õ>Ú%ÚdÝPÙ4Õ>âG÷eØ4é
ð�Ý�ÚlÜ%é?ÝP×/à�Ü%ÝGÙKÕ�âP÷4õ/ØKé;Õ�Ù4Õ>Þ|ÝGëQÝjÜtà6Ú?Õ>Ú�ì�ØKé?Õ2Ü?Ô#Ö,ÞsØ4Þ/Õ9ì�Õ>ÛTÔ#Ö,Þ/Ý�Údìsõ
ÜTÖ,Þ/ßKâGÕ�ð�Ý�ÚdÜ%Ö,Þ#Û�Õ>Ú;Û>Ö,Þa×#Õ
à6Ú?Õ>ð|Ü?Ø�ì�Ø�ð�Õ�â¾Õ>Þ/ö�÷
ì�Õ�Ö4Û�Ü?ÝPØ4Þ¾ó

É|È$#QÅ_Ê�Ì>Ê	Ð#Å Ó�Ô6ÕDâPÝGÞ% '& � ÝPÚ�Ú?Ö4ÝPðeÜ%Ø�×�ÕDØ4×/Ü%Ö,ÝPÞ/ÕUðeë\é?ØKìfÜ%Ô/ÕDâPÝGÞ( �&���×
÷eÖ�)+*
,�-�.	/'02143
Ýjë�&��9Ý�Ú�Ø4×/Ü%Ö,ÝPÞ/ÕUðxë\é%Ø4ì5& � ×
÷xé%Õ�í/â�Ö4Û�ÝGÞ/ß�Ö�å�ÜTÖ,Þ/ßKâGÕ9ä;ÝGÜ?ÔiÖ,Þsñ¼ÜTÖ,Þ/ßKâGÕKó

É|È$#QÅ_Ê�Ì>Ê	Ð#Å Ó�Ô/Õ�6 å�7?ñ	8Pê�ð/ÝPÚdÜ%Ö4Þ6Û�Õ*×#Õ�Ülä�Õ>Õ�Þ9&��;Ö,Þ#ð9& � æ;:%< =�> ?�@�ãA&B�C7!& � è�æBÜ?Ô/Õ*ìeÝPÞ�ê
ÝGì�à/ìïÞ
à/ìg×�Õ�éXØ,ëB6 å�7%ñD8Aì�Ø�Ù4ÕUÚRé%Õ>á�à/ÝPé?ÕUðeÜ?Ø�ÛTÔ6Ö,Þ6ß4ÕD&���ÝPÞKÜ%Ø�& � ä;Ô/Õ>é?ÕDÜ?Ô/Õ*ì�ÝGÞ/ÝPìgà6ì�ÝPÚ
Ü%ÖE 4Õ�ÞaØ�Ù4Õ>é;Ö,âPâ¾ð�ÝPÖ4ß4éTÖ,ì�ÚXØ,ëWÜ?Ô/Õ� 
Þ/Ø4Ü>ó

ù�Þ�×/ÝGØKâGØKß4Ý�Û�Ö4â�Ü%Õ�é%ì�ÚF:%< =�> ?�@�ãG&B�C7!& � è2ÝPÚ9Ü%Ô/Õ�ì�ÝGÞ6ÝGì�à/ì�Þ
à/ì�×#Õ>éLØ,ëXÜ?ÝPìeÕUÚLÖ,Þ�Õ�Þ6ö�÷
ì�Õ
Þ/Õ�ÕUð/ÚDÜ?ØxÖKÛ�ÜDÜ%ØxÛ�ØKÞ
Ù4Õ�é?ÜD&B�LÝGÞ�Ü%Ø9& � ÝjëZÜ%Ô/ÕgÕ>Þ/ö�÷
ì�Õ�à6Ú?Õ>Ú*Ø4Þ/âP÷H6 å�7%ñD8Qì�Ø�Ù4ÕUÚ�ó�"�Ô/Õ>Þwå
ÝPÚ*Ü%Ô/Õ�ö>Õ�é%Ø'ÜTÖ,Þ/ßKâGÕKõ�6 ç%7%ñ	8Wì�Ø�Ù4Õgä;ÝGâPâQ×#Õ�ÚdÔ6Ø4é?Ü?Õ�Þ6Õ>ðsÜ%Øañ®ì�Ø�Ù4ÕeÖ,Þ6ðI:(< JK> ?�@�ãA& � 7L&��>èDä;ÝPâGâ
×#Õ�Ú?Ô/ØKédÜ%Õ�Þ/ÕUð'Ü%ØM: ? ãA&��47L& � è

ú/ØKé;ÕON/Ö,ì�í/âPÕ4õ%:$P � ã	ç$�27!QR��è�æS
�ã\ÿ6ß4à/é%Õ'
 � è�Ö4Þ6ðT:VU!JXW!Y�ã�çR�47[Z � è�æ\
�ã»ÿ6ßKà/é?Õ]
^QKè�ó

10

 +2-move

13 01

30/7-move

52_%`ba4cedgf^c :VP � ã�çR�47LQ$��è�æ\
 c _(`ba4cedgh^c :$UgJXWLYKã	ç$�47[Z � èRæ\
Vi



jkllmmnopq rrsstOtuOu
vw xy z{
|}~~������ �O��O����� ���

�
�� ����

2c cn

c1

2c

c1 cn

A A

n evenn odd

or
���$�����A���G�������B���
�� %¡K¢L¡ ���¤£G¥�¦4§�¨�¨©¨©§!¥Oª%«

¬  %¡K­�®°¯2­(±�²³¯E¢!¡�¢[¯C´Lµ�¶V­(¯2·¹¸�´! %¡�º+¶E·©·�¶C��µ©­%»�´¼�B¶�´! (¡K¶E¢L¡K½]¾À¿K¯E­�Á�¡BÂ(¾!¡�±Ã´!¶Ã±Ä¡O´L¡K¢L½'µ�­%¡
�� %¡K­Å´! %¡HÆ ® § ²	ÇÈ±Äµ©¾g´L¯E­(¿O¡�Á�¡K´¼�
¡�¡K­Å´¼�
¶ÊÉ2ËÍÌ%·©¯2´L¾Fµ©¾�¶E­(¡EÎHÏ� %¡9Ð�¢L¾g´F´L %¡K¶V¢!¡�½Ñ¯V¾!¾!Â%½'¡�¾
® �SÒ ËG´[¯2­%»V·�¡�¯E­(±TµÓ¾	¯]»V¡K­%¡�¢L¯E·�µ©Ô�¯2´!µ©¶E­T¶2ºÈÆ�Õ�Ö2Ç��� %µÓ¿[ I¿O·Ó¯E¾L¾gµ�Ð(¡^±Ø×VÙ £AÚÛ£GÜ%Ý2ÞO«O§!Ò ¦ «�� ÕE¸(¶Eº
ÆßÕ�É2Ç��� %µÓ¿[ Ê¿O·Ó¯E¾L¾!µßÐ(¡^±I× Ù £AÚÅ£AÜ%Ý2ÞO«O§!Ò Ù ¦ «D� Õ�¯2­�±Ø¶2º	Æ�Õ^àCÇ¹¸�Æ�Õ�á2Ç�¯E­(±ØÂ%­%Ì(Â%Á%·©µ©¾! %¡�±ÊÁRâØãE¶V %­ä ¡K¢L»E¡��� %µÓ¿[ I¿O·Ó¯E¾L¾!µßÐ(¡^±Ø×VÙ £AÚÅ£AÜ%Ý2ÞO«O§!ÚÛ£GåRÝCæR«!«
� Õ�¯2­(±I¯M½�¶Ä±Äµ�Ð�¿�¯C´!µ©¶E­Ø¶Eº�´! %¡�¶E¢L¡K½çÕ�µ©­
ÆßÕCè^ÇÍÎ

é�ê �$��ëC�RìîíeïñðóòÄô%õ
öø÷Kù ² �;ú!ÝCû�üýùÍþ2ÿ�����÷���£Aû�§gúg«�� Õ ��þ2ÿ���Ü��
	ÅÞ�� � Õ�
���� ÷OÿHù � ÷
��� ��� ����� ÿ�� þ��!÷Ø÷���� ��� þ���÷Oÿ�ù ��� � � ú��"!$# 
&% � �Fú��(' Õ �
)+*�,ÊþCÿ��-)/.0,Hþ��!÷T÷���� ��� þ��©÷Oÿ�ùFþCÿ��
��132 �546)87�,�9
)87�, ×;: £GÚÛ£AÜ%ÝEÞO«X§LÚÛ£AåÄÝ4æÄ«g«=< Õ ¨
)+*�,?> � ûA@B� ' Õ 1C� ��ú��ÀÚÛ£AåÄÝ4æÄ«�� ÚÛ£!£+úgÞ�D £+úFEGDÛû	«¼ÜÄ«!Ý%£8	�ú/�
	�£AúFEGD û	«8��«!«

� ��ÚÛ£!£8	�ú/�HD £AúFEID�û	«¼ÜÄ«LÝÄ£8	�ú/�ID £+úFEID�ûÃ«gÞO«!« 

JK�MLK÷Dû B� ' Õ 1N� ��úFþCÿO��ÚÛ£GåRÝCæR«�� ÚÛ£g£Aú�P Ù ÞHD-Q^ÜÄ«!ÝÄ£F	�ú�P Ù �
	RQS��«g«

� �ÈÚÛ£!£8	�ú�P Ù �TD-Q^ÜR«LÝÄ£F	�ú�P Ù �UDVQ4ÞO«!«
� � ÷��!÷WQD� ú�P�£F	3XYD6P�E(«Z' Õ ��£5Pø§[X2«�� Õ �\P�] Ò

)/.0,
^N)¼þ0_O`8, ab^N)dcfehg0, þCÿO�
^i)kj8_ � ,lam^i)Scfe¤ùn_ � , � þ�L�ù � ÷ ��� ��� ����� ÿ�� L � �n�Äù �o� ÿ\L
� � ÷Kÿp� ú��q!r#s9t> � ûu@�m' Õ 1N� �9ùv�
ù � ÷Kÿ6w 1 ��L[ùx`[÷
�!þCù �o� ÿ�þ���þCÿ��Nw � yzv{}| y � � y~O� {Z| y 
> � û �f' Õ 1C� ��ùv��ù � ÷Kÿiw 1 ��L[ù�`[÷�þ 1 ` � ÷Oÿ�ù � L � ù ��2��o� ù � þ?L0� 1��8� þ2ù 1C� LXù�ù �"� �!þ2ù �o� ÿ�þ��ùÍþ2ÿ�����÷�LTþCÿO�6w�a £�w�¦tD�w Ù «��]£v�ø§!ÒV« � � ÷��!÷lw�¦T��~ z���{ yd��� ~ |[���� zv{ yd� � | ~O� � � ���

��{ yd��� ~ |����~ � � { y�� � | ~O� � þCÿ��w Ù �-�ÄÝ�PI��P × 	RX���� Õ �
þCÿO�?�9� ~��I� ¦� � � ~��I� ¦� �6� 
 > � ú��r' Õ ��ù � ÷Oÿ ù � ÷�þ;` ��� ÷
� � LXù��� ÿ(ùýþ � ÿsLFþ����IL � �5�Äù �o� ÿ\L � � ÷Kÿ�c � LFþ 1 ` � ÷Kÿ(ù � L � ù �[2��o� ù � þNL�� 1��8� �LþCù �o� ÿ�þ��øùýþCÿ�����÷�L 

��ëC�e�q�Lï
×;: £GÚÛ£AÜ%ÝEÞO«X§LÚÛ£AåÄÝ4æÄ«g« < ÕTµßº�¯2­(± ¶E­%·©âÛµ�ºD´L %¡K¢L¡T¡��Äµ©¾g´L¾]¯ w ¾gÂ(¿[  ´! �¯C´ ÚÛ£GÜÄÝEÞO«M�ÚÛ£�w�DÅÒV« ¯E­(± ÚÅ£AåÄÝ4æÄ«��°ÚÛ£+w�D ú!ÝCû	«X¨(ä â���¢!­�¾¼´d� ¾B´L %¡K¶V¢!¡�½ # ¸ w µÓ¾�¡Kµ�´! %¡�¢D¯�¢L¯2´!µ©¶E­(¯E·

´L¯E­%»E·©¡9¶V¢�¯E½FÁ%µ©¡K­$´'µ©¾!¶2´L¶EÌ%µÓ¿'´!¶Ê´! (¡ ¾!Â%½ ¶2º�´¼�B¶ ¢[¯C´Lµ�¶V­(¯2·
´L¯E­%»E·©¡�¾�Î& Íº w µÓ¾�¢[¯C´Lµ�¶V­(¯2·¹¸
¡F£v¢fD Ò$«���¡�£ ¯�£CÁ « µ©½�Ì(·�µ©¡�¾�Á$â�´L¯2­(»E·©¡�ºA¯E¿X´�É�´L (¯C´ wS� yzv{}| y ¶E¢ y~O� {Z| y ¯2­(± ÚÛ£AåÄÝ4æÄ«��ÚÛ£�w�D9ú!ÝCû	«��°ÚÛ£!£+úgÞ\DÊ£+úFE�D9û	«gÜR«LÝÄ£F	�ú/�=	Ø£+úFE�D9û	«8��«g« ¶E¢ ÚÛ£g£F	�ú/�KDÊ£+úFE�D9û	«¼ÜÄ«LÝÄ£8	�ú/��D£+úFETD û	«gÞO«!« ÎU Íº w µ©¾�¯E½FÁ%µ©¡K­$´	µÓ¾!¶2´!¶VÌ%µÓ¿�´!¶9´! %¡'¾!Â%½ ¶2º�´¼�B¶9¢[¯C´Lµ�¶V­(¯2·ø´L¯E­%»E·©¡�¾�¸ w�¦"D�w Ù ¸
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�]£v�ø§!ÒV« Î¦¥Ä¶E·�§$µ©­%» ÚÛ£g£+w ¦ D �� «B�£v�ø§!Ò$«}D�ÒV«��¤ÚÛ£AÜ%Ý2ÞK« µ©½�Ì(·�µ©¡�¾ w�¦�� ~ zk��{ yd��� ~ |����� z�{ yd� � | ~¨� � ¶V¢ � ��{ yd��� ~ |[���~ � � { yd� � | ~O� � �� %¡K¢L¡ P × 	pX���� ÕEÎ
ÚÛ£g£+w ¦ D �� «À��£v�ø§!Ò$«©D ú!ÝCû	«D� ÚÛ£�w ¦ D �� D;£Aú!Ý4û	«���£v�ø§!ÒV«!«D��ÚÛ£�w ¦ D �� D �ª � { � « ÎG Íºw�¦ ¶V¢ w Ù µ©¾�µ©­$´!¡�»E¢[¯2·¹¸ £�w�¦YD�w Ù «��F£v�ø§!ÒV« µÓ¾�¢L¯2´!µ©¶E­(¯E·GÎT Íº w�¦ ¯2­(± w Ù ¯E¢!¡�­%¶V­ÄË¹µ©­$´!¡�»E¢[¯2·¹¸ÚÛ£�w ¦ Drw Ù D �ª � { � « µÓ¾�¯MÉEË¹Ì%·Ó¯C´�µ�ºB¯2­�±I¶E­(·�âØµ�º �(ú©D û �A' ÕE¸ µ¹Î ¡EÎ û �A' Õ�½�¶Ä± ú µ©­
�� %µÓ¿[ T¿�¯E¾!¡ �M� ~O�I� ¦� µ�º ~O�I� ¦� �6� Î
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Å�ú_ûtûtûxú~ï�ý ã úeÿ�®Iµ�µz¢s­>µ[½ ÃÀ Ã » ß î7Å?ú_ûtûxûtúeî1ü ã Ñ��7°�°��4¸�¨4£e°+Í�Û+×`°_©t®?±�Ñ

c1

c2

���� �� ��		

�
���
�
���������
��������

t/w

U

c1

c2

�������������� ����
�� � !�!"�"
#$%&''((U

)+*-,/.10324. ÞÉß#à á ½ ¿À ¿ ã�5 ÞÉß¬àâá ½ ÃÀ Ã ã .
�7¥t­4¦�°76 á98;:5ß ï Å úeï Ç ú_ûtûxûtúeï ý ã »<6 :5ß ï ý úeï ý ÷ Å ú�ûxûtûxú~ï Å ã á98 ±²¯4°_­p­c¥t¹�®Iµ�µ Á Þ�ß#à)á ½ ¿À ¿ ã »ÞÉß#à·á ñ=:hß ï Å ú_ûtûxûtúeï ý ãeã » ÞÉß#à>:hß ï ý ú_ûtûtûxú~ï Å ã á ñ ã ¢�­4µ ÞÉß#à·á ½ ÃÀ Ã ã » ÞÉß¬à á õö :ß ï�Åsú_ûtûtûxú~ï�ý ã&ã » ÞÉß¬à?:cß ï�ý�ú_ûtûxûtúeï
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