
��������������	 
���

�������

��� ����� ���	�
� �����
� �
��� ������ ����

���	� �� 	�� ���

���

���
� �

���

���
� �� � � � � �� � 	 �

	�� �����
� �����	����

���� �� � 
����� ���� �� � 
����� � � �


�� 	�� ���	�
� �����	����

������ � ������ ������� � ������ � � � � �

�� ���� ����� 	�� ���	�
� �����
� �
��� ������

�� � � � � � �

���  ���� �
	
 
�! ���Æ����	 � 	 �" ��	��
�

��� 	�� � 	 � 
�� � 	 �" ����	��� ���� �� ��

� � � � � 
�� � � � � � " ����	���� ����� 
��

����� �� � � � � �" ����	���� 
���� 
�� 
����

�� � � � � � �



#�$� �� 	�� �������������
� ��
	 �%�
	���" ��

�
� ������� ����������	� 
�� ����� �����	�

��	����� &��" �� ����� �� 
 �	
��
� �����

�����	� ������ �� 	�� ���	�
� �
��� ������ ��

	�� �������������
� �
�� �%�
	����

�� ��� 	�� �
�� ��	
	���� �� 	�� �
	�	����

�� 	�� ��
	�
� 
�� 	��� ��	��
�� ��	������ ��

������ 	�� �������������
� ��
	 �%�
	���!

� � ����� �� � ��� '��� ' � � � ���'

� � ����� �� � �� � '��� ' � � � ���'

����	� �� ��
�
	�� (��	� ��)����� 
���*��
�

	��� �
��� �� ����� ����



�� ��� 	�� 	��� ����	 ���	
� ��)����� 
��

��*��
	���� �� 	�� ���������� �
	�
� ����
�

	����!

���

���
���� ��� �

��
���

� +��
�
� ��

���

��

���

���
���� ��� �

����
�

� +��
�
� ����

�

�
�

���� �� + � � � ��" + � � � ��" �� ��	
�� 	��

��)����� �%�
	���

����
�

� +��
�
� ����

�

�
�

� �
��
���

� +��
�
� ��

���

��
� ���

����� ��)����� �%�
	���� 
� ���������	��

�� ������
� �����
� �
����

��� � 
������ ��
����

� 
�����

�� ' � � � �� � '" 
�� �� ������
� ���	�
�

�
�����



�����	�,
	��� �� 	�� (�	 ���	�
� �����	���

������ � ������ � � � � �

�� �	
� �	���
�!

��� � ������� ' � � � ���'

-� 	�� ������ ���	�
� �����	���

������� � ������ � � � � �

��	� 	�� ���
� ��)����� 
�� �
�$�
� ����

������ ��
� 	� (�	���� 
���
�� �� 	��� �	���

��,�" ����� .� �� ��	����� 
	�(��
� �
�
����

��
�
" ' � � � �� � '" ��	����� 
� 
���*��
�

	���� �� �������� ���� 	�� 	�� ����	��� � ��

���	
��� �*	����� �� �� 
	��� �� ���� �� ���

����� ��� ��������
+�


� 
� ���
�
� 
���*��
	��� �� ��������� .� 	��

�����	�,
	��� �� 	�� ������ ���	�
� �����	��� ��

��
�
� ��

�

+�
� ������� ' � � � ���'



��	� 	�� ��� �� 	�� 
	�(��
� �
�
���� ��
�
" ' �

� � �� � '" �� ���� ��)����� �%�
	���� 
	

������ �� + � � � ��� .� �� �%��� 	�� ��)��

���� �%�
	���

����
�

� +��
�
� ����

�

�
�

� �
��
���

� +��
�
� ��

���

��
� ���

	� �� �
��� 
��� �� � � ' ����� � � ���

����	� 	�� 
	�� � � ��
�
���� ���� ��� 	��

��)����� �%�
	���� �� � � '!

��� � � ������+�'� ����� � � ��
��� � ��� � �� �

�
�


�� ��� 	�� �����	�,
	��� �� 	�� ������ ���	�
�

�����	���!

��� � ��� �+�������

/���� 	�� 	�� �%�
	����" �� �
� ������
	� ��
�

	�  �	

��� �
�

+
�������'�������

�

+
��
������������

�
�

+
���

���� ��
�
� �������



.���
�,�� " �� ��� 	�� �������� �	��� 	�

��	����� 	�� ������
� ����	���!

-��	"

��� � ������� ' � � � ���'

.�����"

��� � 
����� ��
����

� 
����

��� �
�

+
�������� � �'� ��������

�
�

+
�������� � ������� �

�
�

+
���

+ � � � ��

-��
���" �� � � +� � � � � ��"
����� � 
��� ��� ����

����
� 
��� ��

����
�

� �������+�'� ����� � ���
���

� ����
�

� �� �
�
�

+ � � � ��



��������� ��� �����������

0	 �
� �� ����� 	�
	 	�� �	
����	� �����	��� ��

� � '" ����"
�
�� � �

���� �����	��� �� ��	 
� ��	��	��� 
� 	�
	 ��

	�� �
�� �� ������ 	�� �������������
� ��
	

�%�
	��� �� � � ���+��

1��� 	�� �	
����	� �����	���" ���� 	�� 	�� ���

��	��� � �
� ����
� ���	������ �
	�
� ����
�

	����" 
 	����	��
� ����	 �� 	�� �� �����

��

�
*
��������
��������

������ ���� ��� � � ���� � ���

����" 	�� ������ �� �� ������ ��� �� ��	� �


�� � �	����,���



��������� � ��!��

2������ 	�� �������� ���	�
�������
� �
���

������!
�����
����

���

���
�

���

���
�+ ��� ��� �� � � ��� ��� � � ���'��

������ � ��� �� ������� � � ��� �� � � 3�� �4�
���� �� � ���� �� � �� � � 3��'4�

��� 	�� ����	��� �� ���� �� � ��� ��� �" 
�� ��

����� �� 	�� �������� ( ���

0
0.5

1
1.5

2
2.5

3
3.5

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x−axist−axis

th
e 

tr
ue

 s
ol

ut
io

n



�� ����� 	�� ������ ��	� ���� ��� � �5�5�"

�'��'�� 
�� �+��+��� ��� ������
� ����	�

��	� ���� ��� � �+��+�� 
� ����� �� 	�� ( ���

0

2

4

0

0.5

1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x−axis

Solution: h
t
=0.0500  h

x
=0.1571

t−axis

T
he

 n
um

er
ic

al
 s

ol
ut

io
n

0

2

4

0

0.5

1
−10

−8

−6

−4

−2

0

2

x 10
−4

x−axis

Error: h
t
=0.0500  h

x
=0.1571

t−axis

T
he

 e
rr

or



�� ��� ��� ���
�� 	�� �� ���
���" �� ���

���� �� 	�� �������� 	
��� 	�� �
*���� ���

����
� ����	��� ���

�
*
��������

������ ���� ��� �


	 �� � ��+���6���7���8�'� �� ������ 	�
	

	�� 
	��� 
� 
�� ����� 	� 6" �����
	�� 
 ����

�� ���� ��� �� 	�� �� 	�� ��	����

� �� 5 �� '� 9
	�� � � +� 9
	��

��+ '�8+�:; 6�<+�:6 ;�8< '�'<�:6 6��+
��6 6�6=�:; '�'<�:; ;�85 +�='�:6 6��'
��7 <�<+�:; +��'�:; ;�86 5��+�:6 6��'
��8 '�';�:+ +�=6�:; ;�8; <�;6�:6 6��'
'�� '�6=�:; ;�8=�:; ;�8; =�7=�:6 6��'


